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Аннотация: Особенностью всех робототехнических систем, движущихся с периодическим отрывом от опорной 

поверхности, является наличие фазы полета, во время которой управлять движением робота и корректировать его 

траекторию крайне проблематично. Поэтому актуальной является задача обеспечения движения устройства во 

время разгона и его отрыва от поверхности с такими параметрами, чтобы система вела себя корректно во время 

полета. В данной работе эта задача решается путем формирования желаемой траектории центра масс робота во 

время разгона устройства. 

Робот состоит из корпуса и разгонного модуля, образованного тремя звеньями, два из которых представляют 

поступательную пару, а другие соединены между собой и с корпусом посредством вращательных шарниров. Тра-

ектория центра масс робота во время разгона формируется таким образом, чтобы за требуемое время было достиг-

нуто определенное численное значение скорости, вектор которой направлен под заданным углом к горизонту. Для 

обеспечения такой траектории движения разработана система управления с регулятором, построенным на линей-

ном квадратичном программировании.  

В результате проведенного численного моделирования установлено наличие шести режимов разгона при варь-

ировании управляющих параметров: во время одних робот контактирует с поверхностью в двух опорных точках, 

которые либо неподвижны, либо скользят по поверхности; во время других происходит отрыв одной из двух опор-

ных точек или опрокидывание устройства (в случае, когда отрыв точки опоры происходит в первые моменты раз-

гона). Построены диаграммы режимов разгона, которые могут использоваться для определения диапазонов допус-

тимых параметров прыгающего робота для осуществления разгона в требуемом режиме. 

ВВЕДЕНИЕ 

Многозвенные механизмы, движение которых со-

пряжено с периодической потерей контакта с опорной 

поверхностью, представляют как теоретический, так 

и практический интерес [1–3]. Среди таких механизмов 

можно особо выделить устройства, перемещающиеся 

посредством прыжков [4; 5]. В отличие от шагающих 

механизмов, сохраняющих контакт с опорной поверх-

ностью в каждый момент времени, движение прыгаю-

щих роботов включает фазу полета, на протяжении ко-

торой возможности коррекции траектории робота огра-

ничены [6–9]. В связи с этим особенно важным являет-

ся точное управление роботом на протяжении фазы раз-

гона и отрыва от опорной поверхности.  

Данная задача усложняется тем, что характер отрыва 

от опорной поверхности зависит от динамики робота 

в процессе разгона: отрыв может начаться с обнуления 

одной или более нормальных реакций в точках контакта 

с опорной поверхностью или с проскальзывания робота 

вдоль опорной поверхности. Временной промежуток 

между началом отрыва от опорной поверхности и пол-

ной потерей контакта с ней также может варьироваться 

и зависит от динамики устройства. Это указывает на 

важность решения задачи управления прыгающим ро-

ботом на этапе разгона не только с точки зрения обес-

печения заданной траектории движения центра масс, но 

и с позиции управления характером отрыва робота от 

опорной поверхности. 

Задача управления многозвенным механизмом, осу-

ществляющим периодическое контактное взаимодейст-

вие с опорной поверхностью, включает в себя следую-

щие подзадачи: определение желаемых последователь-

ностей точек контакта, задание желаемых траекторий 

звеньев или отдельных точек робота, определение за-

дающих воздействий для системы управления роботом 

(решение обратной задачи кинематики), синтез и на-

стройка регулятора. В этой работе остановимся на од-

ной из этих подзадач – определении желаемой траекто-

рии движения центра масс робота. 

Цель работы – выявление зависимостей между 

управляемыми параметрами, характеризующими разгон 

робота (направление скорости центра масс в процессе 

разгона и задаваемая желаемая скорость центра масс 

в момент отрыва), и характеристиками получаемого 

движения робота (время и режим отрыва от опорной 

поверхности). 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРЫГАЮЩЕ-

ГО РОБОТА 

В работе рассматривается прыгающий робот (рис. 1), 

состоящий из стопы 1, звеньев разгонного модуля 2 и 3 

и корпуса 4 [10–12]. Движение робота происходит 

в вертикальной плоскости Оху; поверхность, с которой 

осуществляется прыжок, является горизонтальной 

твердой шероховатой. Будем считать, что звенья стопы 

и разгонного модуля представляют собой абсолютно 

твердые стержни длинами li, а корпус имеет форму 

прямоугольника с размерами a×b. Центры масс звеньев – 

точки Сi – одновременно являются и центрами их сим-

метрии. Особенностью исследуемого робота является 
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то, что он симметричен относительно вертикальной 

оси, проходящей через центр масс корпуса. 

 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема прыгающего робота 

 

 

Звенья стопы и разгонного модуля, разгонного моду-

ля и корпуса соединены между собой парами враща-

тельного движения с установленными в них приводами, 

генерирующими моменты М12 и М34, а непосредственно 

звенья разгонного модуля – парой поступательного 

движения с соответствующим приводом и создаваемой 

им силой F23. Центр масс робота расположен в точке С 

с координатами C(xC, yC), равными 
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В качестве обобщенных координат прыгающего ро-

бота будем рассматривать координаты xC1 и yC1 центра 

масс стопы, абсолютные углы поворота звеньев φ1, φ2  

и φ4 относительно оси Ох, отсчитываемые против часо-

вой стрелки, а также длину разгонного модуля k23. Век-

тор обобщенных координат q имеет вид: 

 

 T4232111 ,,,,,  kyx CCq . 

 

Взаимодействие робота с поверхностью осуществ-

ляется двумя крайними точками стопы – К1 и К2. При 

этом положим, что в обеих точках возникают нормаль-

ные реакции N1 и N2, а в одной точке К1 – сила трения 

Ffr, описываемая моделью Кулона [13; 14]. 
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где F0 – горизонтальная проекция равнодействующей 

всех сил, кроме силы сухого трения, приложенных  

к точке контакта; 

f – коэффициент трения скольжения; 

N1 – нормальная реакция в точке К1;  

vK1 – скорость точки К1.  

Здесь рассматривается случай, когда сила трения 

действует лишь в одной точке контакта. Это позволяет 

решить задачу определения реакций опоры аналитиче-

ски, получив одно возможное решение. В общем случае 

силы трения могут действовать в нескольких точках 

контакта или быть распределенными. 

 

РЕЖИМЫ РАЗГОНА 

Разгон робота осуществляется следующим образом. 

В начальный момент разгона робот находится в поло-

жении, аналогичном показанному на рис. 1, φ2=90°. 

Разгон происходит за счет движения поступательной 

пары под действием силы F23, при этом разгонный мо-

дуль поворачивается моментом М12 на требуемый угол 

φ2
0 осуществления прыжка, а корпус разворачивается 

моментом М34 таким образом, чтобы его ориентация 

относительно поверхности оставалась неизменной, т. е. 

φ4=0. Разгон осуществляется в течение интервала вре-

мени tr, к моменту завершения которого поступательная 

пара достигает своей наибольшей длины max
2323 kk  , 

центр масс приобретает скорость υC, вектор которой 

направлен под углом θC к оси Ох. После этого происхо-

дит удар звеньев робота друг о друга и отрыв устройст-

ва от поверхности. В данной работе рассматривается 

движение робота от начала разгона до момента удара 

звеньев. 

Разгон робота может происходить как при контакте  

с поверхностью двух опорных точек, так и при отрыве 

одной из них, причем контактные точки могут оста-

ваться неподвижными или скользить вдоль опорной 

поверхности. Возможные режимы разгона приведены 

на рис. 2. 

В таблице 1 приведены условия осуществления ка-

ждого из режимов разгона робота, а также связи, накла-

дываемые при этом на систему, и вектор обобщенных 

координат. 

Будем считать, что в случае, когда происходит отрыв 

точки К1, точка приложения силы трения перемещается 

в оставшуюся контактную точку К2 (рис. 3). 

Запишем формулы для вычисления нормальных ре-

акций и проекции равнодействующей всех сил на ось Ох 

для рассмотренных вариантов разгона. 

При двух контактных точках (режимы 1 и 2) нор-

мальные реакции вычисляются по формулам [15]: 
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Рис. 2. Возможные режимы разгона прыгающего робота 

 

 

 

 

Таблица 1. Режимы разгона прыгающего робота 

 

1. Разгон при двух неподвижных точках контакта 

)|(|)0()0( 1021 fNFNN   const1 Cx , const1 Cy , const1   T
4232 ),,(  kq  

2. Разгон при двух точках контакта, скользящих по поверхности 

)|(|)0()0( 1021 fNFNN   const1 Cy , const1   T
42321 ),,,(  kxCq  

3. Разгон при одной неподвижной точке контакта К1 

)|(|)0()0( 1021 fNFNN   const1 Kx , const1 Ky , )( 11  fxC , )( 11  fyC  T
42321 ),,,(  kq  

4. Разгон при одной точке контакта К1, скользящей по поверхности 

)|(|)0()0( 1021 fNFNN   const1 Ky , )( 11  fyC  T
423211 ),,,,(  kxCq  

5. Разгон при одной неподвижной точке контакта К2 

)|(|)0()0( 2021 fNFNN   const2 Kx , const2 Ky , )( 11  fxC , )( 11  fyC  T
42321 ),,,(  kq  

6. Разгон при одной точке контакта К2, скользящей по поверхности 

)|(|)0()0( 2021 fNFNN   const2 Ky , )( 11  fyC  T
423211 ),,,,(  kxCq  

 

 

 

         
 а б в 

 

Рис. 3. Варианты контактного взаимодействия стопы робота с опорной поверхностью:  

а  две точки контакта; б  одна точка контакта К1; в  одна точка контакта К2 
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где Cix , Ciy  – проекции ускорения центра масса i-го 

звена на оси Ох и Оу; 

xK1K2, xCK1, xCiK1 – расстояния между точками К2, С, Сi  

и К1 вдоль оси Ох;  

yCiK1 – расстояния между точками Сi и К1 вдоль оси Оу. 

Сила трения покоя Ffrp записывается следующим образом: 
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При одной точке контакта К1 (режимы 3 и 4) или К2 

(режимы 5 и 6) получим 
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сила трения покоя Ffrp при этом вычисляется по ранее 

приведенной формуле. 

Приведенные режимы разгона робота можно сгруп-

пировать следующим образом: 

1) разгон при неподвижно расположенной на по-

верхности стопе; 

2) разгон при скольжении стопы по поверхности; 

3) разгон при отрыве точки К1 стопы от поверхности; 

4) разгон при отрыве точки К2 стопы от поверхности. 

Приемлемыми для реализации будем считать только 

те режимы разгона, при которых контакт стопы с по-

верхностью происходит в двух точках, так как в про-

тивном случае робот может неконтролируемо менять 

свою ориентацию до отрыва от поверхности, причем 

точное измерение его ориентации в таком режиме дви-

жения становится относительно сложной задачей. От-

сутствие или наличие скольжения робота при одной 

точке контакта с поверхностью в данном случае несу-

щественно, поэтому при проведении моделирования 

разгона робота будем отслеживать именно эти четыре 

режима разгона. 

 

ОПИСАНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 

Определение задающих воздействий 

Рассмотрим случай, когда желаемая траектория цен-

тра масс робота задана полиномиальной функцией: 
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где ai,x, ai,y – постоянные коэффициенты.  

Эти коэффициенты будем находить, используя два 

краевых условия: заданное начальное положение цен-

тра масс )0(*Cr  и заданную конечную скорость центра 

масс )(* fC tr , которую будем задавать ее модулем υC  

и ориентацией θC: 

 















CC

CC
fC t

sin

cos
)(*r . 

Для нахождения временных зависимостей обобщен-

ных координат, позволяющих реализовать желаемую 

траекторию центра масс робота, будем использовать 

алгоритмы решения обратной задачи кинематики, опи-

санные в работе [16]. Решением обратной задачи кине-

матики являются желаемые временные зависимости 

обобщенных координат q*(t), использующиеся в качест-

ве задающих воздействий системой автоматического 

управления. Рис. 4 а показывает временные зависимо-

сти q*(t) для случая, когда υC=3 м/с, tr=2 с, аθC=88°. 

Из рис. 4 а видно, что основной объем движения 

производится линейным приводом разгонного модуля 

(зависимость q4(t)) и приводом поворота разгонного 

модуля относительно стопы (зависимость q5(t)). Обе 

кинематические пары реализуют движение с ненулевым 

начальным ускорением; движения такого типа создают 

повышенные требования к быстродействию системы 

управления, в частности, они требуют возможности 

быстрого изменения управляющих воздействий. 

 

Описание регулятора 

На этапе разгона рассматриваемый робот представ-

ляет собой механическую систему с контактным взаи-

модействием с опорной поверхностью, что означает, 

что на его уравнения движения наложены механические 

связи. В данном случае будем полагать, что уравнения 

движения робота записаны с использованием набора 

обобщенных координат q, а механические связи заданы 

в явном виде. Для того чтобы управлять такими меха-

ническими системами, разработан ряд методов, некото-

рые из которых приведены в работах [17; 18]. Одним из 

удобных подходов к управлению такими системами 

является использование модификаций линейного квад-

ратичного регулятора [19; 20]. Здесь будем использо-

вать регулятор такого типа. Общий вид регулятора 

представлен выражением 
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где u* – значение управляющего воздействия, получае-

мое решением обратной задачи динамики; 

K – матрица коэффициентов регулятора, получаемая 

решением алгебраического уравнения Риккати, преобра-

зованного с учетом действия механических связей [19]. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Анализ работы системы управления 

Рассмотрим результаты численного моделирования 

движения робота. На рис. 4 б приведены временные 

зависимости обобщенных координат q(t), найденные  

в результате математического моделирования. 

Сравнивая результаты, показанные на рис. 4 а и 4 б, 

можно сделать вывод, что система управления отраба-

тывает задающие воздействия достаточно точно. При 

этом следует заметить, что результаты, показанные на 

рис. 4 б, охватывают лишь часть временного промежут-

ка, показанного на рис. 4 а. Это связано с тем, что моде-

лирование прерывается, как только робот начинает 

осуществлять отрыв от поверхности, что происходит до 

того, как центр масс робота отрабатывает всю заданную 

для него траекторию. 
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Рис. 4. Временные зависимости обобщенных координат:  

а  полученные решением обратной задачи кинематики, номер графика соответствует индексу обобщенной  

координаты; б  полученные путем численного интегрирования уравнений движения устройства 

 

 

Исследование режимов разгона 

Рассмотрим, как параметры υC и θC влияют на время 

Т разгона робота, под которым будем понимать время, 

необходимое устройству для полного раздвижения по-

ступательной пары, или обнуления одной из двух нор-

мальных реакций в контактных точках, или появления 

проскальзывания опор по поверхности, что может быть 

записано следующим образом: 

 

)()0()0()(, 021
max
2323 FFNNkkTt fr  . 

 

На рис. 5 а–в и рис. 6 а–в показаны зависимости 

T(θC) при трех значениях скорости υC для двух различ-

ных вариантов времени tr, в течение которого эта ско-

рость должна быть достигнута, а также для двух значе-

ний длины стопы l1. А на рис. 5 г–е и рис. 6 г–е показа-

ны режимы разгона робота, где приняты следующие 

обозначения: 

1 – разгон при двух точках опоры стопы без про-

скальзывания; 

2 – разгон при двух точках стопы с проскальзыванием; 

3 – разгон при отрыве точки К1; 

4 – разгон при опрокидывании точки К1; 

5 – разгон при отрыве точки К2; 

6 – разгон при опрокидывании точки К2. 

Опрокидыванием опорной точки будем называть 

обнуление ее нормальной реакции в начале разгона 

(на выбранном начальном временном промежутке 

0≤t≤0,005 с), а отрывом – обнуление нормальной реак-

ции, возникающее после окончания начала разгона. 

Отметим, что графики рис. 5, рис. 6 симметричны 

относительно угла θC=90°; это означает, что при прыжке 

влево и вправо вдоль оси Ох робот во время разгона 

ведет себя одинаково, что обусловлено симметрично-

стью его конструкции относительно вертикальной оси, 

проходящей через центр масс корпуса. 

По приведенным графикам видно, что при малой 

длине стопы и малом времени tr при очень узком диапа-

зоне углов θC≈90° разгон завершается при T≈0,4 с при 

выполнении условия max
2323 kk  , причем по мере роста 

скорости центра масс это время сокращается: T>0,4 с 

при υC=3 м/с; T=0,4 с при υC=4 м/с; T<0,4 с при  

υC=5 м/с. При диапазонах углов  10°≤θC≤≈70°  

и ≈110°≤θC≤170° время разгона T=0 с. Это означает, что, 

как только робот начинает движение, происходит обну-

ление одной из нормальных реакций (при 10°≤θC≤≈70° – 

реакции N1, а при ≈110°≤θC≤170° – реакции N2) и опро-

кидывание устройства. Это обусловлено малым време-

нем достижения скорости υC, приводящим к большим 

значениям угловой скорости 2 , а также низкой устой-

чивостью робота за счет малой длины стопы. Диапазон 

углов θC, при которых наблюдается опрокидывание ро-

бота, расширяется по мере увеличения значения υC.  

В оставшихся диапазонах углов время разгона мало  

и при приближении θC к 90° плавно возрастает до 0,5–1 с, 

в этих случаях разгон завершается также при обнуле-

нии одной из двух нормальных реакций, но не мгно-

венно, что подтверждается графиками режимов разгона 

на рис. 5 г–е. 

Режим проскальзывания в данном случае отсутству-

ет, но при увеличении времени tr и длины стопы l1 по-

является и наблюдается при малых углах наклона век-

тора υC к горизонту, что видно по рис. 6. Помимо этого 

соответствующие графики иллюстрируют, что увеличе-

ние времени, необходимого для достижения скорости 

υC, и уменьшение ее значения приводят к тому, что ре-

жимы опрокидывания и отрыва контактных точек пере-

стают существовать, а режим разгона робота при двух 

неподвижныхточках опоры наблюдается при более ши-

роком диапазоне углов θC. При υC=1 м/с этот диапазон 

составляет 10°≤θC≤170°, при υC=2 м/с – 20°≤θC≤160°,  

а при υC=3 м/с – 30°≤θC≤150°, т. е. данный диапазон 

углов незначительно сокращается по мере увеличения 

значения υC. 

Для большей наглядности зависимостей режимов 

разгона робота от значений управляющих параметров, 
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Рис. 5. Результаты математического моделирования при tr=2 с, l1=0,1 м:  

а–в – графики T(θC); г–е – режимы разгона; а, г – υC=3 м/с; б, д – υC=4 м/с; в, е – υC=5 м/с 
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Рис. 6. Результаты математического моделирования при tr=6 с, l1=0,4 м:  

а–в – графики T(θC); г–е – режимы разгона; а, г – υC=1 м/с; б, д – υC=2 м/с; в, е – υC=3 м/с 
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Рис. 7. Диаграммы режимов разгона υC(θC): а – tr=2 с, l1=0,1 м; б – tr=6 с, l1=0,4 м 

 

 

к которым относятся значение скорости υC, угол θC на-

клона ее вектора к горизонту, а также время tr достиже-

ния этой скорости, на рис. 7 представлены диаграммы 

режимов разгона.  

Данные диаграммы будут востребованы при опреде-

лении областей допустимых параметров робота, при 

которых его разгон происходит без отрыва одной из 

контактных точек или при отсутствии проскальзывания.  

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

Для реализации управляемого движения прыгающих 

роботов важно иметь возможность управлять режимами 

их разгона. В работе было продемонстрировано, что 

режимы контактного взаимодействия прыгающих робо-

тов и опорной поверхности могут меняться в зависимо-

сти от выбранных параметров разгона. Удалось устано-

вить области параметров разгона робота (желаемой 

скорости центра масс и угла, задающего направление 

этой скорости), реализующие различные режимы кон-

тактного взаимодействия. Одним из важных результа-

тов является то, что область параметров, реализующих 

режим разгона при наличии двух точек опоры стопы без 

проскальзывания, в значительной степени зависит от 

выбора длины стопы, а также от выбора времени разго-

на. Это указывает на то, что выбор конструктивных па-

раметров и параметров системы управления прыгающе-

го робота может производиться путем задания таких 

значений этих величин, которые бы обеспечивали тре-

буемую форму областей параметров разгона. При не-

корректном выборе длины стопы или времени разгона 

область параметров, соответствующая желаемому ре-

жиму работы робота, может стать слишком малой для 

реализации прыжков в заданном направлении. Также 

удалось установить зависимость между моментом от-

рыва робота и величиной и направлением желаемой 

скорости центра масс в момент отрыва. Данная зависи-

мость имеет гладкий участок и точки разрыва, причем 

положения этих точек также связаны с упомянутыми 

выше конструктивными параметрами робота и пара-

метрами его системы управления. 

Работа выполнена в рамках проекта РФФИ  

№ 18-31-00075. 
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Abstract: The characteristic property of all robotic systems moving with the repeated liftoff from the support surface is 

the flight phase when it is extremely difficult to control the movement of a robot and correct its trajectory. Therefore, it is 

relevant to ensure the movement of a device during acceleration and its liftoff from the surface with such parameters that 

the system behaves properly during the flight. The authors of the paper solved this issue by the formation of the desired 

trajectory of the robot’s mass center during the acceleration of the device. 

The robot consists of a body and acceleration module formed by three elements, two of which are a sliding pair and  

the other are connected to each other and to the body by means of rotary joints. The trajectory of the robot’s mass center 

during the acceleration is formed in such a way that, during the required time, the certain numerical value of velocity is 

achieved, the vector of which is directed at the specified angle to the horizon. To provide such a trajectory of movement, 

the authors developed the control system with the controller built on the linear quadratic programming. 

In the result of numerical simulation, six acceleration modes when varying the control parameters are determined: dur-

ing some of them, a robot contacts the surface in two supporting points that are either stationary or sliding along the sur-

face; during the other, the liftoff of one of the two supporting points or the tilting of the device (in the case when the liftoff 

of a supporting point takes place at the first moments of acceleration) takes place. The authors drew the diagrams of  

the acceleration modes that can be used to determine the ranges of permissible parameters of a jumping robot for accelerat-

ing in the required mode. 
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