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Аннотация: Большинство современных конструкционных и функциональных материалов упруго неоднород-

ны, причем для многих из них типичны вытянутые полости или включения, близкие по форме к цилиндрическим. 

От особенностей напряженно-деформированного состояния приповерхностных и приграничных слоев материала  

в неоднородных системах во многом зависят их прочностные и физико-химические свойства. Развитие процессов 

пластической деформации и разрушения в этих областях в большой степени определяет механическое поведение 

материала в целом и вызывает огромный интерес. Изучается влияние межфазных напряжений на напряженно-

деформированное состояние упругого биматериала с гладкой волнообразной границей раздела. Рассматривается 

двумерная задача механики деформируемого тела об упругом теле с нанометровым рельефом поверхности разде-

ла, возникающим между почти круговым включением и матрицей. Предполагается, что тело находится в одно-

родном поле напряжений. Для решения задачи используется упрощенная модель поверхностной теории упругости 

Гертина – Мердока, в которой межфазная граница представляет собой пренебрежительно тонкий слой, идеально 

прилегающий к объемным фазам. Считается, что на межфазной границе отсутствуют разрывы перемещений, а 

скачок напряжений определяется действием поверхностного/межфазного напряжения согласно обобщенному за-

кону Лапласа – Юнга. При помощи метода возмущений границы решение задачи для каждого приближения сво-

дится к однотипному сингулярному интегро-дифференциальному уравнению относительно неизвестного поверх-

ностного/межфазного напряжения. Численные результаты приводятся для задачи в первом приближении. В ре-

зультате проводится сравнительный анализ напряженно-деформированного состояния методом конечных элемен-

тов и аналитическим методом возмущений границы. 

Ключевые слова: почти круговой нанодефект; метод возмущений границы (МВГ); метод конечных элементов 

(МКЭ); концентрация напряжений; поверхностное напряжение. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Большинство современных конструкционных и фун-

кциональных материалов упруго неоднородны, причем 

для многих из них типичны вытянутые полости или 

включения, близкие по форме к цилиндрическим. От 

особенностей напряженно-деформированного состоя-

ния приповерхностных и приграничных слоев материа-

ла в таких неоднородных системах во многом зависят 

их прочностные и физико-химические свойства [1; 2]. 

На макроуровне влияние энергии атомов, находящихся 

на поверхности/границе раздела, на напряженное со-

стояние твердого тела незначительно, так как оно зна-

чительно меньше по сравнению с влиянием других на-

грузок [3; 4]. Следует отметить, что при переходе от мак-

ро- к наномасштабному уровню отношение числа атомов 

на поверхности тела к числу атомов в объеме увеличива-

ется. Таким образом, отношение объема, занимаемого 

атомами на соответствующей поверхности/интерфейсе  

и вблизи нее, к объему основного материала становится 

значительным. Поля напряжений в окрестности нано-

размерных структур могут существенно зависеть от 

свободной энергии поверхности и поверхностных на-

пряжений [5]. Как результат, поверностные/межфазные  
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напряжения напрямую связаны с размерным эффектом, 

т. е. зависимостью свойств материала от его размера. 

Для объяснения данного эффекта М.Э. Гертин  

и А.И. Мердок разработали поверхностную теорию уп-

ругости [6], основанную на связи изменения свободной 

энергии поверхности с изменением поверхностной де-

формации. Такой подход показал свою эффективность 

при решении широкого круга задач, включающих зада-

чи о включениях, неоднородностях, дислокациях и дис-

клинациях у свободных и межфазных границ [7–9]. Так, 

континуальная модель поверхностного/межфазного на-

пряжения предполагает, что твердое тело состоит из 

объемной и поверхностной фаз, которые связаны усло-

вием идеального сцепления и имеют различные упру-

гие свойства. Упомянутая теория была подтверждена 

методами молекулярной динамики [10]. В многочис-

ленных работах для изучения эффекта поверхност-

ных/межфазных напряжений в наноструктурных мате-

риалах использовалось конечно-элементное моделиро-

вание [11; 12]. Таким образом, рассмотрение подобного 

рода моделей помогает исследовать уникальные свой-

ства наноразмерных материалов.  

В работе [13] методом возмущений границы (МВГ) 

была решена задача об упругом теле с почти круговым 

дефектом на макроуровне. Влияние поверхностных и 

межфазных напряжений на упругие материалы, содер-

жащие наноразмерные неоднородности, было исследо-

вано в работах [14–16]. Особенности поведения поверх-

ностного слоя в напряженном материале заключаются, в 

частности, в том, что изначально гладкая поверхность 

становится шероховатой под действием ряда природных 

явлений: тепла, света, коротковолнового электромагнит-

ного излучения, радиоактивных выбросов, химических 

веществ, механических напряжений и др. [17–19]. 

Цель работы – численное решение задачи об упру-

гом теле с почти круговым нанодефектом методом ко-

нечных элементов и сравнение полученных результатов 

с аналитическим решением. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим упругую плоскость с включением на-

нометрового размера, форма которого мало отличается 

от круга (рис. 1). Пусть матрице соответствует область 

Ω1, включению – Ω2. Упругие свойства каждой области 

Ωk, k=1, 2 определяются коэффициентом Пуассона υk 

и модулем сдвига μk. Межфазная граница Г представля-

ется в виде 

 

    ii eaez 2cos1 , 

 

где z=x1+ix2 – комплексная переменная (i – мнимая 

единица); максимальное отклонение границы включе-

ния от окружности радиуса a определяется при помощи 

малого параметра ε, ε>>1, ε<<1. 

Предполагаем, что на межфазной границе кон-

такта двух сред Г отсутствуют разрывы перемеще-

ний, а скачок напряжений σk(k=1, 2) будем опреде-

лять через межфазное напряжение τ, используя 

обобщенный закон Лапласа – Юнга [20; 21]. Усло-

вия контакта имеют вид: 
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Рис. 1. Межфазная граница нановключения, определенная 

 по косинусоидальному закону (сплошная линия) 

при a=1 нм и ε=0,1 

Fig. 1. Nanoinclusion interfacial boundary determined according  

to the cosinusoidal law (solid line) 

at a=1 nm and ε=0.1 
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Считаем, что на границе Г действуют нормальные 

σnn и касательные σnt усилия в локальной декартовой 

прямоугольной системе координат n, t (в уравнениях 

(1), (2) ось n перпендикулярна Г). Эти усилия опреде-

ляются действием межфазного напряжения τ, характер-

ного для наномасштабных структур, отнесенного к ра-

диусу a. u=u1+iu2; u1, u2 – компоненты вектора переме-

щений; h – метрический коэффициент [22]; R – радиус 

кривизны. В формулах (1), (2) введены обозначения: 

σn
±=limz→ζΓ σn(z), u±=limz→ζΓ u(z). Знак «–» берется при 

zΩ1, а «+» – при zΩ2. 

На бесконечности заданы напряжения σij
∞ и угол по-

ворота ω∞. Для случая плоской деформации опреде-

ляющие соотношения поверхностной и объемной тео-

рии упругости, согласно [4; 5], можно записать в виде 

 

  sttss  2 , ntnt  2 ,                  (3) 
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В равенствах (3), (4) εij
s и εij – компоненты поверх-

ностного и объемного тензора деформаций; λs и μs – 

модули поверхностной упругости, аналогичные посто-

янным Ламе λ и μ для объемной изотропной упругости. 

Для поиска неизвестного межфазного напряжения 

и решения соответствующей краевой задачи мы ис-

пользуем равенства (1)–(4) и условие непрерывности 

перемещений при переходе от Ω1 и Ω2 к границе Г [20; 

21] в терминах окружных деформаций:  
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МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Согласно [23], для каждой области Ωk связь напряже-

ний и перемещений с комплексными потенциалами Φk(z), 

Υk(z) может быть записана в виде единой формулы: 
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где zΩk;  

dz=|dz| eiθ;  

α – угол между осями t и x1. Функции Φk(z), k=1, 2 го-

ломорфны в соответствующих областях Ωk, Υk (z) –  

в областях 






 



kk zzz
1
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В соответствии с МВГ [13; 20; 21] комплексные по-

тенциалы Φk(z), Υk(z) и межфазное напряжение τ пред-

ставляются в виде сходящихся степенных рядов по ε, 

k=1, 2. Таким образом, для каждого приближения полу-

чаем две независимые краевые задачи Римана – Гильбер-

та [20; 21]. При использовании комплексных потенциа-

лов Гурса – Колосова, соотношений Колосова – Мусхе-

лишвили [24], МВГ, а также упрощенной теории по-

верхностной упругости Гертина – Мердока решение за-

дачи сводится к последовательности сингулярных интег-

ро-дифференциальных уравнений относительно функ-

ций τn, n=0, 1, … [20; 21]:  
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где s=eiθ;  
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Функции Gn зависят от всех предыдущих приближе-

ний. Следуя алгоритму решения интегрального уравне-

ния, межфазное напряжение ищем в виде степенного 

ряда с неизвестными коэффициентами. Коэффициенты 

межфазного напряжения в первом приближении будут 

зависеть от результатов нулевого приближения. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Для численного решения плоской задачи использу-

ем пакет конечно-элементного анализа ANSYS. В силу 

двойной симметрии рассматривается четверть конст-

рукции (рис. 2). Согласно [11], объемные и межфазные 

слои рассматриваются как различные фазы, отличаю-

щиеся упругими свойствами. Для построения конечно-

элементной модели используем двумерные шестиузло-

вые треугольные элементы plane183; вблизи межфазной 

границы сетка сгущается, что позволяет с высокой точ-

ностью аппроксимировать границу раздела двух сред. 

Межфазный слой моделируется стержневыми двухуз-

ловыми элементами link180.  

В качестве упругих параметров матрицы задаются мо-

дуль Юнга E1=70,3 ГПа и коэффициент Пуассона υ1=0,34, 

соответствующие постоянным Ламе λ1=58,17 ГПа, 

μ1=26,13 ГПа. Для определения стержневых элементов 

задаются модуль Юнга Es и площадь поперечного сече-

ния A. При этом необходимо выполнение условия 

Ẽs=EsA, где Ẽs=λs+2μs [11]. Упругие свойства межфаз-

ной границы определяются при помощи постоянной 

M=М1=0,117 нм при λs=6,851 Н/м, μs=−0,376 Н/м [10; 

25]. В ходе исследования мы предполагаем, что упругие 

свойства матрицы и включения связаны следующим 

образом: m=μ2/μ1=1/3, где m – коэффициент жесткости; 

коэффициент Пуассона υ1=υ2. 

В ходе исследования сопоставляем численные ре-

зультаты, полученные на основе первого приближения 

МВГ, с результатами, полученными методом конечных 

элементов (МКЭ) в программе ANSYS. Рассматривает-

ся упругая плоскость с почти круговым нановключени-

ем, граница которого определяется по косинусоидаль-

ному закону (рис. 1). На основе модели поверхностной 

теории упругости Гертина – Мердока и МВГ [20; 21] 

для каждого приближения решение задачи сводится 

к сингулярному интегро-дифференциальному уравне-

нию (5). В первом приближении МВГ для включения, 
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заданного по косинусоидальному закону при a=2 нм; 

ε=0,1, коэффициент концентрации напряжения (ККН) 

Sa
1=maxσtt

1/σ22
∞=1,77 и Sa

2=maxσtt
2/σ22

∞=0,72, где σtt
k – 

окружное напряжение для матрицы (k=1) и для вклю-

чения (k=2).  

На рис. 3 показано распределение ККН Sa
k, k=1,  

2 (θ=0) на границе почти кругового включения для мат-

рицы при k=1 (кривые под номером 1) и для включения 

k=2 (кривые под номером 2) в зависимости от радиуса a 

при одноосном растяжении σ22
∞ вдоль оси x2 при ε=0,1 

и m=1/3. Пунктирными линиями изображено решение 

МВГ при M=М1. Для решения МКЭ введено обозначе-

ние Sn
k, k=1, 2, на рис. 3 соответствующие кривые, по-

строенные крестиками (символ «х»), при M=М1. Пунк-

тирные кривые отвечают классическому решению. По-

ле напряжений вблизи нановключения под действием 

одноосного растяжения представлено на рис. 4. 

Таким образом, с помощью МКЭ и МВГ исследова-

но влияние межфазных напряжений на напряженно-

деформированное состояние биматериала с нанодефек-

том, близким к круговому. Относительная разность ме-

жду решениями, полученными на основе упомянутых 

подходов, не превышает 16 %, что позволяет сделать 

вывод о хорошей согласованности методов. 

 

 

 

 
 

 
Рис. 2. Фрагмент конечно-элементной модели упругого тела 

с почти круговым нановключением (a=2 нм; ε=0,1) 

Fig. 2. A fragment of a finite-element model of an elastic body  

with a nearly circular nanoinclusion (a=2 nm; ε=0.1) 

 

 

 

 
 

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента концентрации напряжения S  

от радиуса базового включения a 

Fig. 3. The dependence of the stress concentration factor S on the basic inclusion radius a 
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Рис. 4. Напряженное состояние упругой плоскости вблизи нановключения при a=2 нм и ε=0,1  

Fig. 4. Stress state of an elastic surface near the nanoinclusion at a=2 nm and ε=0.1  

 

 

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

Проанализирована математическая модель упругого 

материала с наноразмерным включением.  

Решение рассматриваемой задачи методом возму-

щений границы (МВГ) получено в каждом приближении. 

В первом приближении исследовано влияние межфаз-

ных напряжений на напряженно-деформированное со-

стояние твердого тела на межфазной границе. Так,  

с уменьшением радиуса базового включения a коэффи-

циент концентрации напряжения (ККН) неограниченно 

убывает при M=М1. При увеличении радиуса a макси-

мальные окружные напряжения начинают стремиться к 

классическому решению без учета межфазного напря-

жения (М=0). Таким образом, продемонстрирован раз-

мерный эффект в виде зависимости напряженного со-

стояния от размера дефекта. 

В пакете ANSYS построена модель упругой плоско-

сти с включением нанометрового размера, форма кото-

рого мало отличается от круговой. Аналитические ре-

зультаты для гладкой волнистой поверхности при ε=0,1 

хорошо согласуются с результатами, полученными по 

методу конечных элементов (МКЭ). Увеличивая раз-

мерные параметры межфазной границы, мы приходим 

 к решениям, где упругие свойства межфазной границы 

не учитываются. Однако при увеличении малого пара-

метра относительная разница между решениями МКЭ  

и первым приближением МВГ возрастает. Таким обра-

зом, можно сделать вывод о важности учета нелиней-

ных членов решения МВГ.  
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Abstract: Most of the advanced construction and functional materials are elastically nonuniform, moreover, for many 

of them, the elongated holes and inclusions are typical, which are similar to a cylinder in form. The strength and physico-

chemical properties of a material, to a great extent, depend on the peculiarities of the strain-stress state of the near-surface 

and boundary layers of the materials in the heterogeneous systems. The development of the processes of elastic defor-

mation and fracture in these areas, to a large extent, determines the mechanical behavior of a material in general and 

arouses much interest. The authors study the influence of interfacial stresses on the strain-stress state of elastic bimaterial 

with smooth waveform interface; consider the 2-D solid mechanics problem of an elastic body with nanoscale boundary 

surface texture, which appears between the nearly circular inclusion and the matrix. It is expected that a body is situated 

within a uniform stress field. To solve the problem, the authors used the simplified Gurtin–Murdoch’s surface/interface 

elasticity model, where the interfacial boundary is the negligibly thin layer exactly bordered on the bulk phases. It is 

acknowledged that there are no displacement discontinuities on the interfacial boundary, and the stress jump is determined 

by the effect of surface/interfacial stress according to the generalized Laplace–Young law. Using the boundary perturba-

tion method, the problem solution for each-order approximation is limited to a singular integrodifferential equation 

against the unknown surface/interfacial stress. The paper gives the numerical results for the problem to a first-order ap-

proximation. As a result, the authors carry out the comparative analysis of the strain-stress state using the finite-element 

method and analytical boundary perturbation method. 

Keywords: nearly circular nanodefect; boundary perturbation method (BPM); finite-element method (FEM); stress 

concentration; surface stress. 
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