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Аннотация: В настоящее время широко применяется математическое моделирование для расчета характери-

стик турбулентных потоков. Математическая задача турбулентного течения с интенсивными воздействиями явля-

ется не замкнутой. Замыкается она с помощью моделей турбулентности. На сегодняшний момент известно доста-

точно большое количество моделей турбулентности. Как правило, они имеют ограниченную область применения, 

особенно если рассматривается поток с воздействиями. В этой связи было бы удобно получить модель с универ-

сальными характеристиками воздействий. Авторы предлагают использовать фрактальную размерность пульсаций 

давления турбулентного потока как характеристику, не связанную с физическими, геометрическими или иными 

параметрами воздействий и не зависящую от их природы. Для определения фрактальной размерности пульсаций 

давления турбулентного потока были предприняты экспериментальные исследования турбулентных пульсаций 

давления. Экспериментально полученные ряды пульсаций давления подвергались анализу. С помощью R/S метода 

определялась фрактальная размерность пульсаций давления невозмущенного турбулентного потока и турбулент-

ного потока с различной степенью воздействия на пристенную турбулентность. Полученные результаты свиде-

тельствуют о том, что фрактальная размерность для различных случаев отличается между собой. Наименьшая 

фрактальная размерность пульсаций давления соответствует случаю оптимального воздействия на пристенную 

турбулентность, когда сопротивление трения потока было наименьшим. Далее фрактальная размерность увязыва-

лась с экспериментальными данными по сопротивлению трения и профилями скорости, и на основе обобщения 

была получена зависимость коэффициента интенсивности турбулентного обмена в пограничном слое от фрак-

тальной размерности пульсаций давления потока. Эта зависимость вводилась в модель пути смешения Прандтля. 

На основе предложенной модели была создана программа и проведено численное исследование сопротивления 

трения и структуры турбулентного потока. Погрешность расчета отличается от экспериментальных значений  

по сопротивлению трения на 2,5 %. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время широко используются средства 

вычислительной гидрогазодинамики для моделирова-

ния турбулентных потоков. Несомненно, это мощный 

инструмент исследования, при этом обычно предлага-

ется на выбор несколько моделей турбулентности.  

Следует отметить, что для некоторых задач доста-

точно трудно, даже невозможно применять подобные 

пакеты программ, например, при большой разнице  

в масштабах элементов объекта. Для корректировки 

таких моментов можно дополнять программу встроен-

ными модулями, написанными на внутреннем языке. 

Однако даже в этом случае программа зачастую остает-

ся «черным ящиком» и отследить каждый нюанс за-

труднительно.  

Можно сказать, что работа по оптимизации и мо-

дернизации некоторых моделей турбулентности, а так-

же по созданию новых моделей ведется постоянно. 

Особенно это касается нестандартных задач, когда на 

поток накладывается внешнее воздействие. Природа 

воздействий разнообразна, из чего следует «узкая спе-

циализация» некоторых моделей, настроенных на кон-

кретные условия [1]. Между тем желательно получить 

более универсальную модель, не зависящую от приро-

ды воздействия.  

Временные ряды турбулентных пульсаций давления 

можно подвергнуть фрактальному анализу, который 

поможет определить фрактальную размерность, яв-

ляющуюся важнейшей характеристикой, позволяющей 

определять многие свойства пульсаций, например, 

«эффекта памяти», что важно для прогнозирования по-

ведения потока [2]. 

Также возможно проанализировать связь фрактальной 

размерности с другими характеристиками турбулентных 

потоков, такими как сопротивление трения, теплоотдача, 

коэффициент интенсивности турбулентного переноса. 

Кроме того, фрактальная размерность пульсаций турбу-

лентного потока является более универсальной характе-

ристикой по сравнению с конкретными параметрами воз-

мущающих воздействий, которые вводятся в математиче-

ские модели турбулентных потоков [3]. 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ И МЕТОДИКА 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 

Было проведено экспериментальное исследование 

рядов турбулентных пульсаций давления в погранич-

ном слое турбулентного потока в перфорированной 

трубе с демпфирующими полостями и определена их 

фрактальная размерность [3; 4].  

Параметры реальной динамической системы воз-

можно определить по экспериментальному временному 

ряду и предложенному виду системы дифференциаль-

ных уравнений (СДУ). При этом характеристики «вос-

становленного» аттрактора можно сравнить с характери-

стиками «исходного» аттрактора для доказательства аде-

кватности предложенной модели. В простейшем случае 

модельные параметры входят линейно в СДУ [5; 6]. 

Для определения размерности временных рядов 

пульсаций давления можно воспользоваться так назы-

ваемым RS-анализом [2; 5; 6], представляющим собой 
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совокупность статистических приемов и методов ана-

лиза временных рядов, которые позволяют определить 

такие важные их характеристики, как показатель Хер-

ста, наличие непериодических циклов, памяти и т. п. 

Методика определения фрактальной размерности 

следующая. Если имеется временной ряд 
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то из него можно образовать последовательность вида: 
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числа n можно составить величины 
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позволяющие вычислить некоторые числовые характе-

ристики получившейся подпоследовательности. 

Пусть 
n

H
h n

n   – среднее арифметическое элемен-

тов подпоследовательности 
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Размах R  определяется как 

 

   
















 




k

i

k

i
ninkninkn hhhhR

11
,..,1,...,1 minmax . 

 

Среднеквадратичное отклонение составит 
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Нормированный размах отклонений определяется  

из соотношения 
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Вычисляя в соответствии с вышеприведенным алго-

ритмом значения nRS , образуем из них и соответствую-

щих значений количества элементов n последователь-

ность точек на плоскости    nnn RSnyx ln,ln,  . Дальше 

применяется метод наименьших квадратов (МНК) для 

определения углового коэффициента прямой, проходя-

щей максимально близко к полученным точкам.  

Полагая  
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находим показатель Херста  
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По известному коэффициенту Херста H  [5] вре-

менного ряда можно элементарно определить фрак-

тальную размерность (размерность Минковского) Dim  

временного ряда по формуле:  

 

HDim  2 . 

 

Далее под фрактальной размерностью временного 

ряда будет подразумеваться именно эта размерность, 

определенная именно таким способом. 

Коэффициент Херста H >0,5 соответствует фрак-

тальному броуновскому движению с положительной 

корреляцией (долгой памятью), H =0,5 – обычному 

белому гауссовскому шуму, H <0,5 соответствует ан-

типерсистентным или эргодическим рядам, поведение 

которых характеризуется высокой изменчивостью  

и возвратом к «среднему».  

Используя вышерассмотренную методику, была оп-

ределена фрактальная размерность турбулентного по-

тока воздуха в гладкой трубе и в трубе с демпфирую-

щими полостями. Анализировались различные времен-

ные отрезки, на которых происходило изменение фрак-

тальных характеристик и определялись средние значе-

ния фрактальной размерности Dim  [3; 4].  

Эксперименты показали (рис. 1), что фрактальные 

размерности пульсаций давления турбулентных пото-

ков при различном количестве перфорационных отвер-

стий, сообщающихся с демпфирующими полостями, 

существенно отличаются. 

 

 

 
Рис. 1. Зависимость среднего значения  

фрактальной размерности турбулентного  

потока Dim от количества перфорационных  

отверстий n=0–5, сообщающихся  

с каждой демпфирующей полостью 

 

 

Полученные результаты выявляют немонотонную 

зависимость среднего значения фрактальной размерно-

сти турбулентного потока от количества перфорацион-

ных отверстий, сообщающихся с каждой демпфирую-

щей полостью [4]. Наблюдается качественное совпаде-

ние представленной зависимости с полученной ранее 

зависимостью сопротивления трения от количества 

перфорационных отверстий [7]. Представляется неслу-

чайный характер такого совпадения. Наилучший резуль-

тат получен при фрактальной размерности, наиболее 
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отличной от значения фрактальной размерности невоз-

мущенного потока, соответствующей n=0. 

Зависимость относительного сопротивления трения, 

представляющего собой отношение коэффициента тре-

ния в трубе с демпфирующими полостями к коэффици-

енту трения в гладкой трубе 
0f

f

C

C
, от размерности 

потока представлена на рис. 2. Как следует из графика 

на рис. 2, зависимость относительного сопротивления 

трения 
0f

f

C

C
от размерности потока Dim  носит воз-

растающий характер.  

 

 

 
Рис. 2. Зависимость относительного  

сопротивления трения от размерности потока 

 

 

ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕН-

ТАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ЗАВИСИМОСТИ 

СОПРОТИВЛЕНИЯ ТРЕНИЯ ОТ ФРАКТАЛЬНОЙ 

РАЗМЕРНОСТИ ПОПЕРЕЧНЫХ ПУЛЬСАЦИЙ 

ДАВЛЕНИЯ НА ОСНОВНОМ УЧАСТКЕ ПЕРФО-

РИРОВАННОЙ ТРУБЫ С ДЕМПФИРУЮЩИМИ 

ПОЛОСТЯМИ 

Возможно предположить линейный характер зави-

симости относительного сопротивления трения от раз-

мерности потока  Dimf
C

C

f

f 
0

. Однако ожидается, 

что отношение коэффициента трения в трубе с демпфи-

рующими полостями к коэффициенту трения в гладкой 

трубе 
0f

f

C

C
не может быть больше 1, что имеет место 

при развитом турбулентном движении потока.  

С другой стороны ожидается, что фрактальная раз-

мерность пульсаций Dim  при развитом турбулентном 

движении потока (гладкая труба) может быть равной 

1,5 (но не превышать это значение теоретически), что 

соответствует широкополосному спектру колебаний.  

Эти теоретические предположения позволяют 

обобщить зависимость, представленную на рисунке 3  

в виде: 

 

,5235,0)957,2529,19tanh(4765,00  DimCC ff   (1) 

 

где 
0f

f

C

C
 – относительный коэффициент сопротив-

ления трения; Dim  – фрактальная размерность попе-

речных пульсаций давления потока. 

Эмпирические коэффициенты в зависимости (1) оп-

ределялись методом наименьших квадратов. Экспери-

ментальные точки группируются около зависимости (1) 

со среднеквадратичной погрешностью, не превышаю-

щей 2,5 % (рисунок 3).  

 

 

 
Рис. 3. Результаты обобщения опытных данных  

в виде зависимости сопротивления трения на основном 

участке перфорированной трубы с демпфирующими  

полостями от размерности поперечных пульсаций  

давления: ○ – экспериментальные значения;  

линия – расчет по формуле (1) 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ 

ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА 

Осесимметричное движение турбулентного потока  

в трубе (как на начальном, так и на основном участке) 

можно описать дифференциальными уравнениями по-

граничного слоя и неразрывности 
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где vu,  – продольная (вдоль осевой координаты x )  

и поперечная (вдоль координаты y ) составляющие 

скорости потока соответственно; r  – радиус анализи-

руемой точки; ,  – плотность и динамический коэф-

фициент вязкости потока; Т  – коэффициент турбу-

лентного переноса количества движения; индекс   

характеризует параметры на оси трубы. 

Граничные условия: 
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;0;0:0

;:0

1

0




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uuRy

vuy
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                               (4) 
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Здесь 1R  – радиус проточной части трубы; индекс 0  

характеризует параметры на входе в трубу. 

Скорость u  в каждом сечении трубы определяется 

соотношением: 

 

 

R

u
u

*

00

21 




 

 ,                              (5) 

 

где толщина вытеснения * выражается формулой 

 

dy
u

u

r

y
R























 


 11

0

* .                    (6) 

 

При анализе изотермического течения можно при-

нять   0 . 

Коэффициент турбулентного переноса количества 

движения Т  в соответствии с моделью пути смешения 

Прандтля выразим зависимостью 

 

yuρlμТ  2 ,                               (7) 

 

где длина пути смешения l  может быть рассчитана  

по выражению 

 

    26/exp1æ *yyl  ,                     (8) 

 

Здесь *  – динамическая скорость в рассматриваемой 

точке;  

æ  – коэффициент, характеризующий интенсивность 

турбулентного переноса количества движения. 

В рамках классической модели пути смешения 

Прандтля коэффициент æ  считается величиной посто-

янной ( æ = æ =0,4). Однако в потоках с воздействиями, 

как показано в [8], этот коэффициент может претерпе-

вать значительные изменения. 

На значение коэффициента æ  в пограничном слое 

перфорированной трубы с демпфирующими полос-

тями будет оказывать влияние ускорение потока на 

ее начальном участке, которое можно учесть поправ-

кой, предложенной в работе [8], а также демпфи-

рующие полости, способствующие дополнительному 

гашению турбулентных пульсаций. В соответствии  

с подходом [8] на основании экспериментальной за-

висимости (1) была установлена форма связи коэф-

фициента æ с фрактальной размерностью турбулент-

ных пульсаций давления потока воздуха в перфори-

рованной трубе с демпфирующими полостями Dim   

в виде: 

 

,)tanh(ææ
0

BDDimCA                    (9) 

 

где A, B, C, D – эмпирические коэффициенты замыка-

ния: A=0,5; C=19,864; D=–26,709; B=0,5. 

Эмпирические коэффициенты определялись путем 

увязки результатов расчета численным методом с экс-

периментальными данными методом наименьших 

квадратов.  

 

МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 

ИССЛЕДОВАНИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МО-

ДЕЛИ, ОСНОВАННОЙ НА ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗ-

МЕРНОСТИ ПУЛЬСАЦИЙ ДАВЛЕНИЯ ПОТОКА 

Сущность численных методов состоит в том, что 

они позволяют заменить дифференциальные уравнения 

алгебраическими. Такая замена становится возможной 

при наложении на область изменения переменных ве-

личин сетки, и, таким образом, все производные, вхо-

дящие в дифференциальные уравнения и в условия од-

нозначности (2–7), заменяются алгебраическими зави-

симостями в узлах сетки. В данной работе использовал-

ся метод конечных разностей. Замыкание системы 

осуществляется с помощью модели турбулентности (9). 

Применена неявная шеститочечная разностная 

схема 2-го порядка аппроксимации по пространствен-

ным координатам х, у и 1-го порядка – по времени  [8]. 

Сходимость разностных схем зависит от правильной 

аппроксимации дифференциальных уравнений разно-

стными и устойчивости разностных схем. Так как вы-

брана неявная схема, то она в любом случае будет  

устойчива.  

На рис. 4 представлены результаты численного ис-

следования сопротивления трения турбулентного пото-

ка с использованием модели турбулентности, основан-

ной на фрактальной размерности пульсаций давления. 

Зависимость на рис. 4 показывает, что расчет по мо-

дели удовлетворительно соответствует эксперимен-

тально полученным значениям относительного коэф-

фициента сопротивления трения. Максимальная по-

грешность модели составила 2,5 %, то есть не превы-

шает погрешности эксперимента в 3,5 % при довери-

тельной вероятности 0,95. 

 

 

 
Рис. 4. Результаты численного исследования  

сопротивления трения турбулентного потока: 

■ – экспериментальные значения; 

линия – результаты численного исследования 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе экспериментального исследования уста-

новлена зависимость фрактальной размерности пульса-

ций давления турбулентного потока от степени внеш-

него воздействия на поток и предложена математиче-

ская модель турбулентности с использованием фрак-

тальной размерности пульсаций давления потока.
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Модель реализована в программе для численного иссле-

дования турбулентного потока. С помощью программы 

проведено численное исследование турбулентного пото-

ка с воздействием. Результаты численного исследования 

удовлетворительно согласуются с экспериментальными 

данными, погрешность не превышает 5 %. 

Статья публикуется при поддержке гранта Прези-

дента РФ по проекту № МД-1576.2014.8. 
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Annotation: Today, mathematical modeling is widely used for calculation of turbulent flows characteristics. The math-

ematical problem of turbulent flow with intensive effects is nonclosed. It is being closed with the help of turbulence mod-

els. At present we know a lot of turbulence models. As a rule, they have limited application areas, especially when we 

speak about the flow with impact. In this regard, it would be convenient to get a model with universal effects characteris-

tics. The authors suggest to use fractal dimension of pressure fluctuations of the turbulent flow as a characteristic not relat-

ed to physical, geometrical or other effects parameters, and not depending on their nature. Experimental research of turbu-

lent pressure fluctuations was undertaken in order to determine the fractal dimension of turbulent flow pressure fluctua-

tions. The experimental series of pressure fluctuations were analyzed. Pressure fluctuations fractal dimension of undis-

turbed turbulent flow and turbulent flow with various degrees of effect on the wall-adjacent turbulence was determined 

with the R/S method. The results show that the fractal dimension is different for different cases. The smallest pressure 

fluctuations fractal dimension corresponds to optimal effect on wall-adjacent turbulence, when the flow friction resistance 

was minimal. Further, the fractal dimension was correlated with the experimental data on friction resistance and velocity 

profiles, and on the basis of generalization the dependence of intensity of turbulent exchange in the boundary layer  

on the flow pressure fluctuations fractal dimension was obtained. This dependence was loaded into the mixing length 

model of Prandtl. On the base of suggested model the program was created and a numerical investigation of friction re-

sistance and structure of turbulent flow has been conducted. Calculation error on friction resistance differs from the exper-

imental values by 2,5 %. 
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