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Аннотация: В работе исследуется пучок ориентированных углеродных нанотрубок (УНТ) при поперечном 

сжатии в условиях плоской деформации в рамках молекулярно-динамической модели с уменьшенным числом 

степеней свободы. Модель учитывает растяжение и изгиб стенки УНТ, а также вандерваальсовы взаимодействия. 

Каждая УНТ представлена кольцом атомов, имеющим две степени свободы в плоскости кольца. Дискретный ха-

рактер модели позволяет описать большую кривизну стенки УНТ и разрушение УНТ при очень высоком давле-

нии. Получены равновесные структуры кристалла УНТ при двухосном нагружении, контролируемом деформаци-

ей. Отдельные УНТ достаточно большого диаметра имеют два равновесных состояния – с круглым и схлопнутым 

поперечным сечением. УНТ малого диаметра в свободном состоянии могут иметь только круговое поперечное 

сечение. Установлено наличие двух качественных структурных трансформаций, наблюдаемых при двухосном 

сжатии пучка УНТ. Первая трансформация, аналогичная фазовому переходу второго рода, приводит к эллиптиза-

ции поперечных сечений УНТ. В результате второй трансформации типа фазового перехода первого рода в пучке 

появляются схлопнутые УНТ, доля которых постепенно растет с увеличением деформации сжатия. Рассчитаны 

константы упругости пучка, такие как модули Юнга, модуль сдвига и коэффициенты Пуассона. Показано, что од-

на из равновесных структур (с эллиптическими поперечными сечениями УНТ) обладает свойством частичного 

ауксетика, то есть имеет отрицательный коэффициент Пуассона при одноосном нагружении в определенном на-

правлении. Предлагаемая цепная модель может быть эффективно применена для анализа физических и механиче-

ских свойств пучков одностенных или многостенных УНТ в условиях плоской деформации, а после простых мо-

дификаций может применяться также к аналогичным структурам, изготовленным из других двумерных наномате-

риалов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Существует большое разнообразие углеродных по-

лиморфов, включающее широкий класс sp
2
-структур, 

таких как фуллерены, углеродные нанотрубки (УНТ)  

и графен. Относительно слабые силы Ван-дер-Ваальса 

дополнительно создают множество вторичных струк-

тур, причем некоторые из них могут иметь дальний 

порядок, например кристалл фуллерита, графита и кри-

сталлы УНТ. Кристаллические структуры Ван-дер-

Ваальса интересны тем, что они обладают свойствами, 

не проявляемыми изолированными структурными эле-

ментами. Это исследование сосредоточено на механи-

ческих свойствах пучков УНТ. Механическое примене-

ние УНТ включает производство канатов, волокон, по-

лимерно-матричных и металломатричных композитов, 

твердых смазочных материалов и т. д. Во всех областях 

применения УНТ демонстрируют превосходные меха-

нические свойства: предел прочности при растяжении  

в диапазоне от 11 до 63 ГПа, модуль упругости Юнга  

в интервале от 1,0 до 1,3 ТПа, высокую деформируе-

мость вплоть до предела деформации разрушения око-

ло 10 %. Кроме того, УНТ легкие, гибкие, имеют высо-

кую тепловую и электрическую проводимость [1]. Не-

смотря на то, что их фактическая прочность на порядок 

ниже теоретически прогнозируемого значения, из-за 
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неизбежных дефектов в течение почти 30 лет они были 

признаны самым прочным материалом из когда-либо 

известных. Уникальное сочетание свойств делает УНТ 

идеальным вариантом для применения в искусственных 

мышцах, доставке лекарств в поврежденный участок 

тела, резонаторах, проектах космических лифтов, хра-

нении и сборе энергии и т. д. Еще одним важным пре-

имуществом УНТ является их относительно простое 

изготовление для получения широкого диапазона гео-

метрических характеристик (диаметра, длины и хи-

ральности) [2; 3], которые можно экстраполировать на 

синтез пучков УНТ [4]. Материал этого типа, также 

называемый лесом УНТ, обладает даже более высоки-

ми механическими свойствами, чем отдельные нано-

трубки, из-за вандерваальсовых взаимодействий между 

ними [5]. В исследовании [6] были теоретически и экс-

периментально изучены механические свойства пучков 

УНТ, выровненных в жидкой среде с использованием 

внешнего электрического поля. Пучки УНТ под дейст-

вием растягивающей нагрузки можно моделировать, 

предполагая, что нанотрубки жесткие.  

Метод молекулярной динамики (МД) является наи-

более популярным методом исследования из-за его 

универсальности и доступности, т. к. он зарекомендо-

вал себя как эффективный инструмент анализа различ-

ных аспектов трансформации кристаллических решеток 

в результате внешних воздействий [7–9]. Недостатком 

метода МД при исследовании пучков УНТ является 

необходимость учета большого количества степеней 

свободы, что требует трудоемких вычислений.  

В [10] были разработаны модели с уменьшенным 

числом степеней свободы. В работе рассматривается 

цепная модель, движущаяся по плоскости, которая ранее 

была показана как эффективный инструмент для рас-

смотрения углеродных наносвитков, намотки графе-

новых нанолент вокруг УНТ, бокового сжатия жгутов 

УНТ, динамики рипплокаций (ripplocations) и ротобри-

зеров, собственных частот изгибных колебаний УНТ.  

Материалы со сложными структурными элементами, 

например частицы с вращательными степенями свободы, 

часто проявляют аномальные механические и физиче-

ские свойства, такие как отрицательные коэффициенты 

Пуассона, отрицательное тепловое расширение или 

отрицательную сжимаемость [11–13].  

Материалы с отрицательным коэффициентом Пуас-

сона называются ауксетиками [14]. Такие материалы 

расширяются в поперечном направлении при одноос-

ном растяжении. Об ауксетичности нано- и микротру-

бок, изготовленных из орторомбических кристаллов, 

сообщалось в исследовании [15]. 

Ауксетическое поведение может быть продемонст-

рировано макроскопическими трубчатыми структура-

ми, а также микроскопическими и наноскопическими 

структурами. Дефектные УНТ проявляют ауксетиче-

ское поведение, что приводит к повышению энергии 

отрыва в композите УНТ-полиэтилен [16].  

В наших предыдущих работах по боковому сжатию 

пучков УНТ была разработана цепная модель [17], про-

анализированы демпфирующие свойства пучков [18]  

и приведены структурные характеристики пучков УНТ 

при двухосном сжатии [19].  

Цель работы – проведение детального анализа ме-

ханических свойств пучков углеродных нанотрубок при 

поперечном сжатии в условиях плоской деформации.  

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Вычислительная модель, использованная в иссле-

довании, схематически показана на рис. 1. Пучок на-

нотрубок выровнен вдоль оси z, а УНТ одинакового 

диаметра образуют в поперечном сечении треуголь-

ную решетку. УНТ нумеруются индексами i=1, …, I 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Схема вычислительной ячейки, включающей пучок УНТ I×J (I=10, J=12 в работе и I=J=2 на рисунке),  

пронумерованная индексами i=1, …, I и j=1, …, J.  

Углеродные нанотрубки в поперечном сечении образуют треугольную решетку.  

Атомы имеют две степени свободы, составляющие вектора смещения в плоскости (x, y).  

Цепочки атомов, нормальные к плоскости (x, y), движутся как твердые тела 

Fig. 1. Diagram of a computation cell including a CNT bundleI×J (I=10, J=12 in the work and I=J=2 in figure)  

indexed as i=1, …, I и j=1, …, J. CNTs in the cross section form a triangle lattice.  

Atoms have two degrees of freedom forming the displacement vectors in the plane (x, y).  

Atom chains normal to the plane (x, y) are moving as solid bodies 
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и j=1, …, J (показан случай I=J=2), в работе мы прини-

маем I=10, J=12. Атомы углерода движутся в плоскости 

(x, y), каждый атом представляет собой жесткий ряд 

атомов, ориентированный перпендикулярно плоскости 

(x, y). Внутри каждой УНТ атомы углерода пронумеро-

ваны индексом n=1, ..., N против часовой стрелки, на-

чиная с атома с максимальной x-координатой. Таким 

образом, общее число атомов в вычислительной ячейке 

равно I×J×N=3600. В работе боковое сжатие пучка УНТ 

рассматривается в условиях плоской деформации, что 

означает, что каждый атом углерода обозначает жест-

кий атомный ряд, ориентированный вдоль оси z, и дви-

жущийся как твердое тело на плоскости (x, y). Каждый 

атом имеет две степени свободы – компоненты вектора 

смещения на плоскости (x, y). Позиции атомов опреде-

ляются радиус-векторами rijn=(xijn, yijn). Вычислительная 

ячейка имеет форму параллелограмма со сторонами I×A 

и J×A, где A – расстояние между центрами соседних 

УНТ. Периодические граничные условия накладывают-

ся в обоих направлениях. 

Межатомное расстояние в графене ρ=1,418 Å. Рас-

стояние между соседними атомными рядами в зигзагооб-

разной УНТ составляет a=ρ√3/2=1,228 Å, оно же – рас-

стояние между атомами в модели цепочки (рис. 1). Диа-

метр углеродных нанотрубок составляет D=a/sin(π/N). 

Пусть d – кратчайшее расстояние между стенками УНТ, 

тогда расстояние между центрами соседних УНТ состав-

ляет A=D+d. Сторонами вычислительной ячейки в форме 

параллелограмма являются I×A и J×A. В наших моделях 

рассматривается УНТ с N=30, диаметром D=11,75 Å  

и равновесным значением d=3,088 Å. Единицами измере-

ния расстояния, энергии и времени являются ангстрем, эВ 

и пикосекунда соответственно. Используя эти единицы 

измерения, массу атома углерода можно считать равной 

M=12×1,0364×10
−4 

эВпс
2
Å

−2
.  

Динамика пучка УНТ описывается гамильтонианом 

(полная энергия) 

 

VdWAB UUUKH  , 

 

где четыре члена в правой части обозначают кинетиче-

скую энергию системы, энергию валентных связей, 

энергию валентных углов и энергию вандерваальсовых 

взаимодействий соответственно. Способы расчета этих 

четырех типов энергий подробно описаны в нашей ра-

боте с открытым доступом [17] и здесь не воспроизво-

дятся. Модель была успешно использована для описа-

ния структуры и специфических механических свойств 

пучков УНТ и других углеродных 2D-материалов [10]. 

Закон Гука для плоской деформации принимается  

в виде 
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, 

 

где Cij – коэффициенты матрицы жесткости. 

Упругие константы можно найти следующим образом: 

 

22

21

C

C
xy  ; 

11

12

C

C
yx  ; 33CGxy  ; 

 

 yxxyxx CE  111 ;  yxxyyy CE  122 , 

 

где vxy и vyx – коэффициенты Пуассона;  

Gxy – модуль касательного сдвига;  

Exx и Eyy – касательные модули Юнга вдоль осей x и y 

соответственно. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

На рис. 2 показана эволюция структуры пучка УНТ 

для двухосного сжатия. Для структур с трансляционной 

симметрией ячейки трансляции выделены параллело-

граммом. При |θ|=0,07 видны структуры с трансляцион-

ной симметрией, где УНТ имеют одинаковое сечение. 

На рис. 2 а УНТ слегка полигонизированы, что едва 

заметно в масштабе рисунка. При |θ|=0,08 наблюдается 

качественное изменение структуры. Трансляционная сим-

метрия сохраняется, но размер трансляционной ячейки 

отличается от такового в случае |θ|=0,07. На рис. 2 b 

период удваивается в одном направлении, и ячейка 

трансляции включает две УНТ.  

 

 

 

             

 a b c d 

Рис. 2. Эволюция структуры пучка УНТ при двухосном сжатии  

 a – |θ|=0,07; b – |θ|=0,08; c – |θ|=0,15; d – |θ|=0,30.   

Для структур с трансляционной симметрией параллелограммом выделены ячейки трансляции 

Fig. 2. CNT bundlestructure evolution at biaxial compression  

a – |θ|=0.07; b – |θ|=0.08; c – |θ|=0.15; d – |θ|=0.30.  

For structures with translation symmetry, parallelogram indicates the translation cells 
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Дальнейшее увеличение деформации сжатия приво-

дит к постепенному схлопыванию нанотрубок, и по 

достижении деформации |θ|=0,30 все УНТ оказываются 

схлопнутыми. На рис. 2 c при |θ|=0,15 трансляционная 

симметрия еще сохраняется, для двухосного сжатия 

разрушение нанотрубок начинается при |θ|=0,151. На 

рис. 2 d при |θ|=0,30 можно наблюдать, что доля нераз-

рушенных УНТ невелика.  

Зависимость коэффициентов Пуассона vxy и vyx от 

объемной деформации |θ| для двухосного сжатия пока-

зана на рис. 3. Из анализа графика на рис. 3 видно, что 

вначале vxy и vyx почти равны и приближаются к 1 с уве-

личением объемной деформации. Равенство vxy=vyx сле-

дует из изотропии структуры. Для изотропного 2D-

материала закон сохранения энергии предполагает, что 

коэффициент Пуассона должен быть в пределах 

−1≤ν≤1. Становится понятно, что причиной трансфор-

мации структуры при переходе от этапа I к этапу II яв-

ляется приближение коэффициента Пуассона к пре-

дельному значению 1. 

Коэффициенты Пуассона на этапе II заметно отли-

чаются от коэффициентов на этапе I. В точке перехода 

наблюдается резкое падение как vxy, так и vyx. Один из 

коэффициентов Пуассона остается положительным,  

а другой становится отрицательным, что указывает на 

то, что структура сжатого с боков пучка УНТ на этапе II 

проявляет частичные ауксетические свойства. Для 

двухосного сжатия значение vyx<0. 

Чтобы определить механическое поведение дефор-

мированного пучка УНТ, на рис. 4 анализируются значе-

ния касательного модуля Юнга и касательного модуля 

сдвига G. На этапе I Exx и Eyy растут линейно с увеличе-

нием |θ|. Модуль касательного сдвига G также увеличи-

вается при деформации сжатия, но остается в 4,5 раза 

 

 

 

 
 

Рис. 3. Коэффициент Пуассона как функции объемной деформации сжатия при двухосном сжатии.  

Сплошные линии показывают νxy (νyx). Вертикальные пунктирные линии отделяют этап I от этапа II.  

Горизонтальная пунктирная линия показывает нулевое значение коэффициента Пуассона 

Fig. 3. The Poisson’s ratio as a function of bulk compression strain at biaxial compression.  

Solid lines indicate νxy (νyx). Vertical dotted lines separate stage I from stage II.  

A horizontal dotted line indicates the Poisson’s ratio zero value 

 

 

 

 
 

Рис. 4. Касательные модули Юнга и касательные модули сдвига при двухосном сжатии.  

Две верхние сплошные линии показывают Exx (Eyy), а нижняя сплошная линия – модуль касательного сдвига G.  

Вертикальная пунктирная линия отделяет этап I от этапа II 

Fig. 4. Tangent Young’s moduli and tangent shear moduli at biaxial compression.  

Two upper solid lines indicate Exx (Eyy) and the bottom solid line – tangent shear module G.  

Vertical dotted line separates the stage I from the stage II 
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меньше, чем касательные модули Юнга. Переход от 

этапа I к этапу II приводит к резкому падению каса-

тельных модулей Юнга. После падения на этапе II  

Exx меньше, чем Eyy для двухосного сжатия. 

Для двухосного сжатия, как показано на рис. 3, мо-

дуль касательного сдвига остается почти постоянным  

в пределах этапа II, при переходе от этапа I к этапу II мо-

дуль сдвига не изменяется. 

 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Анализ упругих свойств пучка УНТ при плоскост-

ном деформационном боковом сжатии проведен мето-

дом возмущения-релаксации МД в рамках цепной мо-

дели с уменьшенным числом степеней свободы. Анали-

зировалось двухосное сжатие. Схема нагружения изо-

бражена на рис. 2. Можно выделить четыре стадии. 

Стадия I: слегка деформированные УНТ образуют 

кристаллические структуры с одной УНТ в трансляци-

онной ячейке. Наблюдаются слегка полигонизирован-

ные УНТ (рис. 2 а). 

Стадия II: УНТ, имеющие эллиптические поперечные 

сечения, образуют кристаллические структуры с удво-

енными трансляционными ячейками. Ячейка трансля-

ции включает две УНТ (рис. 2 b). 

Стадия III: в структуре появляются схлопнутые 

УНТ, доля схлопнутых УНТ увеличивается с увеличе-

нием деформации сжатия (рис. 2 c). 

Стадия IV: Все УНТ схлопываются. 

Наблюдаемое ауксетичное поведение кристалличе-

ских структур пучка УНТ на стадии II не может быть 

объяснено механизмом вращения звеньев [20; 21], так 

как заметного вращения сечений УНТ обнаружено не 

было. Частичная ауксетичность обычно наблюдается  

в сильно анизотропных материалах [22; 23]. Было так-

же установлено, что сценарий эволюции структурных 

единиц массива нанотрубок в значительной степени 

зависит от скорости деформирования [24; 25], их хи-

ральности [25], взаимной упорядоченности нанотрубок 

внутри пучка [26] и при определенных условиях внеш-

него воздействия может приводить к возникновению 

валентных связей между трубками [27]. 

Анизотропия рассматриваемого пучка УНТ на ста-

дии II, в которой наблюдается частичная ауксетич-

ность, невелика и вряд ли может быть причиной ауксе-

тичных свойств. Возможно, механизм ауксетичности 

пучка УНТ как наноматериала аналогичен пене и дру-

гим подобным микроскопическим и макроскопическим 

структурам. Дальнейшее изучение влияния температу-

ры и расположения УНТ на механические свойства 

пучка оставлено для будущих исследований. В целом 

полученные данные о структуре и упругих свойствах 

пучков УНТ при боковом сжатии способствуют пони-

манию механизмов деформации конструкций пучково-

го типа и служат ориентиром для проектирования мате-

риалов с заданными механическими свойствами. 

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1. Рассчитаны упругие константы как функции объ-

емной деформации: коэффициенты Пуассона νxy и νyx, 

модули Юнга Exx, Eyy и модуль сдвига G для пучка УНТ 

при поперечном сжатии для этапов I и II. 

2. На этапе I пучок УНТ имеет коэффициенты Пуас-

сона, близкие к 1 и приближающиеся к 1 при увеличе-

нии объемной деформации сжатия. Для изотропного 

упругого 2D-материала коэффициент Пуассона не мо-

жет превышать 1, так как неустойчивость конструкции 

при единичном УНТ внутри поступательной ячейки 

возникает, когда коэффициент Пуассона приближается 

к 1. Переход к структуре с двойной поступательной 

ячейкой действительно происходит при объемной де-

формации около 7 %. 

3. Пучок УНТ при сжатии в пределах этапа II прояв-

ляет частичные ауксетические свойства. При двухос-

ном сжатии νxy>0 и νyx<0,4, модуль Юнга и модуль 

сдвига линейно растут с деформацией сжатия на эта-

пе I, при этом G в 4,5 раза меньше, чем Exx и Eyy. На 

этапе II модули Юнга Exx и Eyy заметно меньше, чем на 

этапе I. Модуль сдвига на этапах I и II практически 

одинаков при двухосном сжатии.  
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Abstract: The paper studies a bundle of oriented carbon nanotubes (CNTs) under the transverse loading under the plane 

deformation conditions within the framework of a molecular dynamics model with a reduced number of degrees of freedom. 

The model takes into account CNT wall stretching and bending, as well as van der Waals interactions. Each CNT is repre-

sented by a ring of atoms with two degrees of freedom in the plane of the ring. The discrete nature of the model allows 

describing the large curvature of the CNT wall and the destruction of CNTs at very high pressure. CNT crystal equilibrium 

structures are obtained under the strain-controlled biaxial loading. Separate CNTs of a sufficiently large diameter have two 

equilibrium states: with a round and collapsed cross section. Small-diameter CNTs in the free state can only have a circular 

cross section. The study identified the presence of two phase transitions observed during biaxial compression of a CNT 

bundle. The first transformation similar to phase transition of the second order leads to ellipticization of CNT cross sec-

tions. As a result of the second transition of the first order, bundled CNTs appear in the beam, the proportion of which 

gradually increases with the increase in compressive strain. The authors calculated beam elasticity constants such as 

Young’s moduli, shear modulus, and Poisson’s ratios. The study shows that one of the equilibrium structures (with ellipti-

cal CNT cross sections) has the property of a partial auxetic, that is, it has a negative Poisson’s ratio under uniaxial loading 

in a certain direction. The proposed chain model can be effectively applied to analyze physical and mechanical properties 

of bundles of single-walled or multi-walled CNTs under the plane deformation conditions, and after simple modifications, 

it can be used to similar structures made of other two-dimensional nanomaterials. 

Keywords: auxetic; carbon nanotubes bundle; elastic properties; transverse compression; chain model. 
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