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Аннотация: Интеллектуализация знаний является одним из компонентов современного экономического разви-

тия страны и основной задачей образовательной системы в целом. Суть ожидаемых результатов отражена в поло-

жительной динамике объемов новых знаний и создании высокотехнологичной окружающей образовательной сре-

ды, где риски низкого качества результатов обучения минимальны. Этот аспект способствует развитию новых 

инструментов управления образовательными системами в их прикладной интерпретации. Одним из важных мо-

ментов интеллектуализации знаний является возможность применения экспертных систем для оценки качества 

обучения. Это является малоизученным и недостаточно широко интерпретируемым направлением прикладных 

исследований. В статье авторы рассматривают новые идеи проектирования и разработки интеллектуальных авто-

матизированных систем обучения и контроля, в которых возможна практическая реализация новых образователь-

ных технологий и средств педагогических коммуникаций, например, технологии E-learning. 

На основе новой формализации теории систем, базирующейся на использовании алгебраических методов,  

в работе сформулированы и обоснованы принципы совершенствования экспертных систем в обучении. На базе 

этого рассмотрены требования к интеллектуальной автоматизированной системе оценки результатов контроля 

знаний. Рассматриваемые в статье новые методы являются дальнейшим развитием выводов известных ученых  

в области теории алгебраических систем А.И. Мальцева, в области теории групп А.Г. Куроша и теории сервант-

ных вложений, рассматриваемых ранее Ю.Л. Ершовым. Предлагается алгоритм составления базы знаний и мате-

матическая модель экзамена, которая может классифицироваться по форматам размерностей 1D, 2D, 3D… nD. 

Целью научной работы является ознакомление широкой аудитории с новой методикой обучения и контроля 

формируемых знаний на базе аппарата экспертных технологий и алгебраических методов, позволяющих рассмат-

ривать качественные характеристики изученного материала. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

На основе новой формализации теории систем, ба-

зирующейся на использовании алгебраических систем, 

введенной в [1], в статье предлагаются новые принци-

пы и подходы к совершенствованию экспертных систем 

в обучении и возможные пути их реализации. На этой 

основе сформулированы и обоснованы требования  

к интеллектуальной автоматизированной системе обу-

чения и контроля знаний. 

Разработана математическая модель экзамена, кото-

рая классифицирована по форматам размерности сис-

темы знаний 1D, 2D, 3D… nD, отражающим качествен-

ные характеристики изученного материала, такие как 

глубина освоенного материала, широта его охвата и др. 

Все сформулированные теоремы принадлежат авторам 

статьи, точные доказательства опираются на [2–11],  

в данной статье приведены схемы доказательств основ-

ных результатов.  

Основным инструментом настоящей статьи является 

алгебраическая формализация понятия системы, приме-

няемая к системе обучения знаниям конкретной дисцип-

лины, и поэтому остановимся вначале на принципах обу-

чения как основных положениях, определяющих формы, 

методологию и методики процесса обучения. Основопо-

лагающими классическими принципами обучения явля-

ются принципы: развивающего и воспитывающего обуче-

ния; научности; систематичности и последовательности; 

связи обучения с практикой; доступности; наглядности; 

сознательности и активности; прочности.  

Современные тенденции развития общества требу-

ют совершенствования педагогических принципов обу-

чения и дополнения их принципами: соответствия со-

временному уровню науки и практики; математизации 

и информатизации образования; оптимизации инди-

видуализации и стандартизации образования; оптими-

зации сочетания методов аудиторного образования  

и E-learning; глобализации образования; эффективности 

образования. 

Обоснованием введения предлагаемых принципов  

и создания модели интеллектуальной автоматизиро-

ванной системы обучения и контроля знаний служат 

полученные в настоящей статье результаты с помо-

щью новой формализации системного подхода на ос-

нове методов современной алгебры. С ее помощью 

получены содержательные результаты в области экс-

пертных систем в общей теории обучения, подтвер-

ждающие необходимость введения вышеперечислен-

ных принципов обучения.  

 

ИСТОРИЯ ВОПРОСА ФОРМАЛИЗАЦИИ 

СИСТЕМНОГО ПОДХОДА  

Сложность автоматизированного контроля знаний 

заключается в первую очередь в отсутствии четкой 

формализации системы контролируемых знаний,  
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позволяющей получать содержательные результаты  

в области теории обучения, использующей современные 

технологии, и в частности, технологии E-learning. При-

ведем общепринятое интуитивное определение системы, 

используемое в уже известных попытках формализации 

понятия системы. Система – это минимальный набор 

элементов, связанных определенной структурой, при-

дающей этому набору элементов определенные качества, 

обеспечивающие достижение цели. Отсюда возникает 

задача формализации теории систем для получения со-

держательных результатов. Первая работа в этом на-

правлении – книга М. Месаровича и Я. Такахары [4; 5], 

где с позиции возможности универсальной формализа-

ции рассматриваются узловые вопросы теории систем: 

необходимые и достаточные условия управляемости 

многомерных систем; проблема минимальной реализа-

ции закономерностей, связывающих входные воздейст-

вия на систему с выходными параметрами; необходимые 

и достаточные условия устойчивости по Ляпунову для 

динамических систем; теорема Геделя о неполноте; про-

блема декомпозиции; проблема классификации систем, 

основанная на теории категорий.  

В работе [3] дается следующее определение систе-

мы S. Пусть задано семейство множеств }|{ IiVV i   , 

где I – множество индексов. Тогда системой S, задан-

ной на V , называется собственное подмножество S 

декартова произведения  Ii iV :  

 

 


Ii iVS . 

 

Все компоненты IiVi | декартова произведения 

Ii iV  называют объектами системы S. При этом  

М. Месарович и Я. Такахара [4; 5] рассматривают  

в основном системы с двумя объектами – входным объ-

ектом X и выходным объектом Y:  

 

YXS  , 

 

причем формализуют систему в терминах ее свойств 

или, иначе, в терминах взаимосвязей между свойствами 

рассматриваемой системы. Это хорошо согласуется  

с сутью системных исследований, направленных на 

выяснение организации системы и взаимосвязей в ней. 

Однако бинарные отношения на абстрактных множест-

вах изучены все еще недостаточно хорошо, для того 

чтобы с помощью общих теорем теории бинарных от-

ношений можно было бы получать содержательные 

теоремы общей теории систем.  

Считаем, что в наибольшей степени отразить суть  

и получить новые глубокие результаты в области тео-

рии систем можно с помощью теории алгебраических 

систем А.И. Мальцева [6]. Отметим, что еще А.Г. Ку-

рош считал, что невозможно ограничить теорию групп 

вопросами ее использования только лишь в ближайших  

к ней областях [7]. Полагаем, что это высказывание 

распространяется не только на математические области, 

но и на научные исследования в целом. 

В работе [8] на базе изучения работ Ю.Л. Ершова 

был предложен способ выделения и изучения сервант-

ных, или чистых, вложений в специальном классе ал-

гебраических систем – группах, который позволил пе-

ренести и обобщить известные результаты теории сер-

вантностей абелевых групп на случай произвольных 

неабелевых групп (сервантности по предикатам). В ра-

боте [9] был разработан способ моделирования конеч-

ных состояний системы и определения числа конечных 

состояний с помощью техники теории групп.  

 

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

В данной статье сервантные, или чистые, вложения 

(аналог сервантностей по предикатам) по смыслу, вкла-

дываемому в это понятие, означают вложения, которые 

не искажают внутренние связи системы, удовлетво-

ряющие условию (предикату) P (not distort domestic 

relations of a system). Они используются для разграни-

чения связей в системах по их характеру, т. е. для клас-

сификации связей в общих системах. При формализа-

ции системы важным становится вопрос изменения 

свойств и состояния системы под влиянием взаимодей-

ствия факторов, влияющих на нее, поэтому предлагает-

ся следующее определение алгебры факторов общей 

системы. 

Определение 1. Под алгеброй факторов общей сис-

темы будем понимать алгебру }Г|{|  

n

fAA   

с основным множеством факторов A и множеством 

операций }Г|{ 

n

f , описывающих взаимодействие 

факторов, где: 

n  – арность операции; 

Г – множество символов. 

Действия операций }Г|{ 

n

f  на множестве A 

показывают качественные изменения системы под дей-

ствием влияющих на нее факторов. 

Определение 2. Подалгебра }Г|{|  

n

fBB  

алгебры }Г|{|  

n

fAA  называется P – сервант-

ной подалгеброй алгебры A , если любой гомоморфизм 

CB 


 подалгебры B  алгебры A  в алгебру C  сиг-

натуры }Г|{ 

n

f , удовлетворяющую предикату P, 

устойчивому относительно взятия подалгебр и фактор-
алгебр, продолжается до гомоморфизма алгебры 

}Г|{|  

n

fAA  в алгебру }Г|{|  

n

fСС , 

т. е. диаграмма (1) коммутативна: 
 

}Г|{|}Г|{|0   





nn
fAAfBB  

                        α                                   β                      (1) 

}Г|{|  

n

fСС , 

 

т. е. выполняется равенство βφ=α, где φ – вложение 

}Г|{|  

n

fBB  в }Г|{|  

n

fAA , P – пре-

дикат на классе алгебр сигнатуры }Г|{ 

n

f , выде-

ляющий класс подалгебр, замкнутый относительно по-

далгебр и фактор-алгебр, φ называется P – сервантным 

вложением [8]. 
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С Т А Т И Ч Е С К И Е  И  Д И Н А М И Ч Е С К И Е  

ПРЕДИКАТЫ 

Предикат P, т. е. функция с множеством значений из 

двух элементов {0, 1} или {ложь, истина}, т. е. по сути 

условие, определяющее некоторое свойство множества, 

выделяет статистические свойства системы, если он не 

зависит от времени или от изменения иных внешних по 

отношению к системе факторов. Например, для алгеб-

раических систем, или для класса групп, или для класса 

абелевых групп свойство сервантности является стати-

ческим. Предикат P может выделять динамические 

свойства системы, если он зависит от времени или от 

изменения иных внешних по отношению к системе 

факторов. Например, если рассматриваются финансо-

вые системы и системы знаний о них [9], то предикаты, 

выделяющие финансовую устойчивость, легальный 

сектор экономики и т. п., – динамические, то есть зави-

сят от времени, от изменяющихся внутренних условий 

функционирования общества и т. п. Для систем обуче-

ния предикаты, выделяющие уровни сложности обуче-

ния, которые, в свою очередь, зависят от степени разви-

тия общества, являются динамическими. 

Предикат, в отличие от численных показателей, по-

зволяет характеризовать изучаемые свойства в едином 

целостном комплексе как численных показателей, так и 

синхронизированных с ними связей, причем в динами-

ке, если это динамические предикаты, и в статике, если 

это статические предикаты.  

Определение 3. Назовем предикат P динамическим, 

если он представлен в виде P(X, t), где t – время или 

иной внешний (по отношению к системе X) изменяю-

щийся фактор. Для t можно определить как непрерыв-

ную, так и дискретную шкалы. 

Определение 4. Подалгебра }Г|{|  

n

fBB  

алгебры }|{| ГfAA
n

 
  называется P – сервант-

ной подалгеброй алгебры A , если любой гомоморфизм 

CB 


 подалгебры B  алгебры A  в алгебру C  сиг-

натуры }Г|{ 

n

f , удовлетворяющую предикату P(t), 

устойчивому относительно взятия подалгебр и фактор-
алгебр, продолжается до гомоморфизма алгебры 

}Г|{|  

n

fAA в алгебру }Г|{|  

n

fСС , 

т. е. диаграмма (2) коммутативна: 
 

}Г|{|0  

n

fBB }Г|{|  


 n
fAA  

                       α                                 β                         (2) 

}Г|{|  

n

fСС , 

 

т. е. выполняется равенство βφ=α, где P(t) – предикат на 

классе алгебр сигнатуры }Г|{ 

n

f , выделяющий 

класс подалгебр, замкнутый относительно подалгебр  

и фактор-алгебр [10], причем предикат P удовлетворяет 

следующим условиям: 

1.    tAPAAtAP ,,, 11  ;  

2.    111 ,,, tAPtttAP  . 

Предложенный подход позволяет определять точки 

равновесия системы, состояние гомеостаза [12] (равно-

весия) системы и гетеростазиса [13] системы, переход  

в состояние гистерезиса и количество различных со-

стояний гистерезиса системы, а также гомеорез систе-

мы, более подробно рассмотрено в работе Л.В. Глухо-

вой [14]. Для описания максимального числа возмож-

ных состояний гистерезиса системы необходимо про-

анализировать понятия синергетики и эмерджентности, 

их сходство и различие. Для систем знаний эти понятия 

важны, поскольку показывают необходимые моменты 

изменения и корректировки системы знаний, а следова-

тельно, моменты изменения учебных программ и обу-

чающих курсов [15; 16].  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА СИНЕРГЕТИЧЕСКИХ 

ЭФФЕКТОВ СИСТЕМЫ  

В работе [17] найдено следующее различие между 

эмерджентностью и синергетикой: «Ключ к уточнению 

понятий синергизма и эмерджентности дает определе-

ние синергетики, а природа различий – в преимущест-

венном воздействии факторов: внутренние (эндоген-

ные) факторы формируют синергизм, а внешние (экзо-

генные) – эмерджентность. При этом эмерджентность 

носит характер разового направляющего воздействия, 

по своей природе отличающегося от управления». Для 

теории обучения это позволяет в определенной мере 

различать направляющие воздействия и управление 

обучением, т. е. использование всех функций управле-

ния с помощью определения числа синергетических 

эффектов в замкнутой системе, поскольку предложен-

ный нами подход позволяет определять число синерге-

тических эффектов в замкнутой системе [18].  

Теорема 1. Число возможных синергетических эф-

фектов системы совпадает с числом неизоморфных ре-

шеток ее подсистем. 

Теорема 1, таким образом, позволяет определять по 

числу реализованных синергетических эффектов окон-

чание процесса управления обучением. 

 

СИСТЕМЫ С ПОЛНОЙ РЕАЛИЗАЦИЕЙ ВСЕХ 

СВЯЗЕЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ ПРЕДИКАТУ Р 

Алгебраическую систему, инъективную относи-

тельно всех Р – сервантных вложений, назовем систе-

мой с полной реализацией всех связей, удовлетворяю-

щих предикату Р. 

Обобщения теорем о строении алгебраически ком-

пактных групп и теоремы о том, что любую редуциро-

ванную абелеву группу можно вложить в качестве сер-

вантной подгруппы в алгебраически компактную груп-

пу (обратный предел циклических групп), дают воз-

можность построить Р – сервантное вложение системы 

в систему с полной реализацией Р-связей. Кроме того, 

для общей теории систем этот подход дает возмож-

ность доказать аналог теоремы о том, что алгебраиче-

ски компактная абелева группа выделяется прямым 

слагаемым из группы, содержащей ее в качестве сер-

вантной подгруппы: Р – сервантная подсистема с пол-

ной реализацией Р-связей является ретрактом всякой 

содержащей ее системы. Следствием отсюда является 

теорема.  

Теорема 2. Любая система с полной реализацией  

Р-связей может работать автономно.  

Для дистанционного и ускоренного обучения теорема 2 

показывает, в частности, недостаточность традиционных 
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средств контроля знаний в Е-режиме (с использованием 

только электронных средств обучения) и необходи-

мость контроля усвоенного материала и приобретенных 

навыков по нему на практике, т. е. теорема 2 позволяет 

обосновать необходимость обучения, в том числе  

и технологиям.  

Частный случай: факторы, воздействующие на сис-

тему, определяют группу. В этом случае алгебра 

Г}|{|  

n

fAA  с основным множеством факто-

ров A и множеством операций }Г|{ 

n

f , описы-

вающих взаимодействие факторов, является группой 

eAA ,,| 1  , где   – операция композиции факто-

ров, т. е. последовательное выполнение (реализация) 

факторов, 1  – операция взятия (реализации) обратного 

фактора, e – нейтральный фактор. 

Диаграмма (1) имеет следующий смысл в классе 

групп: эпиморфные образы у B  и A  в классе всех ко-

нечных групп одни и те же.  

Для P-сервантностей: эпиморфные образы у B  и A  

в классе всех групп, удовлетворяющих условию P, одни 

и те же. 

В качестве примеров рассмотрим следующие усло-

вия, когда P выделяет: 

– класс всех конечных групп в классе абелевых 

групп, получаем обычную сервантность абелевых групп; 

– класс всех абелевых групп в классе всех групп; 

– класс всех конечных групп в классе всех групп; 

– многообразие в классе всех групп, т. е. класс, 

замкнутый относительно подгрупп, гомоморфных об-

разов и декартовых произведений, например, бернсай-

дово многообразие всех групп экспоненты (показателя) 

n, определяемое тождеством xn=1, многообразие 

нильпотентных групп класса нильпотентности не 

больше n, разрешимых групп длины, не превосходящей 

числа l, и т. п. 

 

СОВОКУПНОСТЬ АВТОМОРФИЗМОВ ГРУП-

ПЫ ФАКТОРОВ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СИСТЕМУ 

Рассмотрим одинаковые по структуре факторы, дей-

ствующие на систему. 

Напомним, что группы G и G  изоморфны, если 

между элементами их основных множеств можно уста-

новить взаимно-однозначное отображение φ, сохра-

няющее бинарную операцию. Изоморфизм группы на 

себя называется автоморфизмом группы. Понятие изо-

морфизма позволяет выделить алгебраическую бинар-

ную операцию в качестве объекта изучения. 

Пусть eGG ,,| 1   – группа факторов, описы-

вающих систему G


. Тогда группа автоморфизмов 

)(GAut  показывает все возможные структуры связей 

факторов, действующих на систему G


 точно так же, 

как и G .  

Методы теории групп, также как и методы общей 

теории алгебраических систем, можно применить  

к экспертным системам обучения и моделированию 

финансово-экономических процессов. На языке теории 

групп нами разработаны модели, показывающие число 

различных вариантов (сценариев) реализации модели-

руемого процесса и вид его завершения (итог сценарно-

го завершения процесса), а также динамику процессов  

в реальном времени.  

Рассмотрим применение совокупности автоморфиз-

мов к экспертным системам: на примере алгоритма со-

ставления базы ошибок и базы знаний. Предлагаемая 

формализация позволяет нам построить следующую 

схему экспертной системы для тестирования, например, 

по математике, основанную на аппарате теории групп. 

Для каждой задачи эксперт составляет полное множе-

ство ошибок по следующему алгоритму.  

Даны: n – количество задач, Q1, Q2… Qn  – все 

имеющиеся задачи базы знаний, поиск задач осуществ-

ляется по главному меню экспертной обучающей сис-

темы в разделе варианты. Эксперт выписывает атомар-

ные ошибки, т. е. ошибки, содержащие одно ошибочное 

действие, которые образуют множество всех атомарных 

ошибок },,1,,,1|{ i
i
j qjnim   , где i – номер зада-

чи, j – номер ошибки для рассматриваемой задачи. 

Композиция (т. е. последовательное выполнение дейст-

вий) любых ошибок, в том числе атомарных, является 

ошибкой: i
s
r

i
j qrjnsimm ,,1,,,,1,,*   . Если вы-

полнено ошибочное атомарное действие (совершена 

атомарная ошибка i
jm ), то действие, обратное к нему, 

которое мы будем обозначать   1i
jm  (или без круглых 

скобок 
1i

jm ) с помощью 1 , находящейся в верхнем 

правом индексе, будет ошибкой, которую мы будем 

называть обратной ошибкой. Очевидно, что 

  emi
j 











1

1
. Ответ учащегося формально может быть 

правильным, но в действительности он будет правиль-

ным только в том случае, если в его решении не содер-

жится атомарных ошибок, т. е., например, emm i
j

i
j 

1
*  

(нейтральная ошибка) также квалифицируется как 

ошибка. Таким образом, полная система ошибок мо-

жет быть описана замкнутой системой (алгеброй) 

eG ,,*, 1  с основным множеством G, бинарной 

операцией композиция *, унарной операцией взятия 

обратного элемента 1 , нейтральным элементом e 

(нейтральная ошибка). Будем считать композицию 

ошибок ассоциативной операцией. Тогда   – свобод-

ная группа конечного ранга i
n
i qnk 1  в алфавите 

},,1,,,1|{ i
i
j qjnim   . 

Теорема 3 (об описании ошибок). Множество всех 

ошибок определяется не более чем двумя комбинация-

ми слов, представляющих собой композиции атомар-

ных ошибок конечной длины.  

Доказательство. Рассмотрим свободную группу    

конечного ранга i
n
i qnk 1  с образующими 

},,1,,,1|{ i
i
j qjnim   . Поскольку любая свободная 

группа конечного ранга вкладывается в свободную 

группу счетного ранга, вложим   в свободную группу 

счетного ранга F∞, а F∞ вложим в коммутант  ,  

группы  , являющийся свободной группой счетного 
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ранга. Свободная группа счетного ранга  ,  вклады-

вается в свободную группу счетного ранга [F2, F2] – 

коммутант свободной группы  F2 ранга 2. Таким обра-

зом, группа   может быть вложена в свободную груп-

пу ранга 2, и получается, что существует два слова 

),,1,,,1|(1 i
i
j qjnimw     

и ),,1,,,1|(2 i
i
j qjnimw   , что   вложима  

в ),,,1,,,1|(12 i
i
j qjnimwF  

 

 ),,1,,,1|(2 i
i
j qjnimw  . Теорема доказана.  

 

ПОИСК, ТИПИЗАЦИЯ ОШИБОК И ИХ ШКА-

ЛИРОВАНИЕ 

Типовые ошибки, которые выделяют эксперты, 

можно записать в виде композиции атомарных ошибок, 

т. е. в виде слов Г),,,( 1  nxx   в алфавите, тем 

самым задав группу Г,),,(| 1   exxG n   

с определяющими соотношениями – группу ошибок 

задачи. При этом когнитолог, используя лемму  

ван Кампена [19], может «увидеть» эту группу (в бук-

вальном смысле нарисовать определяющие соотноше-

ния группы ошибок – построить диаграмму группы)  

и проанализировать ее, таким образом, можно осущест-

влять визуальный анализ логики рассуждений обучае-

мого. Кроме того, можно построить решетку подгрупп 

этой группы, дающую возможность графически пред-

ставить все возможные ошибки в решении задачи i.  

Введение атомарных ошибок позволяет шка-

лировать область ошибок и по их длине (без уче- 

та нейтральных ошибок): ошибкой длины l назо- 

вем любое слово Г),,,( 1  nxx   в алфавите 

},,1,,,1|{ i
i
j qjnim   , не содержащее композиции 

вида 1*  .  

 

АЛГОРИТМ СОСТАВЛЕНИЯ БАЗЫ ЗНАНИЙ 

Для каждой задачи эксперт составляет полное мно-

жество правильных действий по следующему алгоритму. 

Даны: n – количество задач,  Q1, Q2… Qn  – все имеющие-

ся задачи базы знаний. Эксперт выписывает множество 

всех атомарных правильных действий для каждой из 

задач, т. е. действия, содержащие одно правильное дей-

ствие, которые образуют множество всех атомарных 

правильных действий },,1,,,1|{ i
i
j ljniT    , где 

I – номер задачи, j – номер правильного действия для 

рассматриваемой задачи. Композиция (т. е. последова-

тельное выполнение действий) любых правильных дей-

ствий, в том числе атомарных, является правильным 

действием: s
r

i
j  *  где ilrjnsi ,,1,;,,1,   . Если 

выполнено правильное атомарное действие i
j , то дей-

ствие, обратное к нему, обозначаемое символами   1i
j  

или 
1i

j , а также символом 1 , будет правильным; его 

мы будем называть обратным действием. Очевидно, 

что   emi
j 











1

1
. Ответ учащегося формально будет 

правильным, если в его решении содержится нейтраль-

ное правильное действие, которое является композици-

ей взаимно-обратных правильных действий, например, 

ei
j

i
j 

1
*  (нейтральное правильное действие), кото-

рое также квалифицируется как действие. Таким образом, 

полная система правильных действий может быть описана 

замкнутой системой (алгеброй) eT ,,*, 1  с основ-

ным множеством T, бинарной операцией композиция *, 

унарной операцией взятия обратного элемента 1 ,  

нейтральным элементом e (нейтральное правильное 

действие). Будем считать композицию правильных 

действий ассоциативной операцией. Тогда   – сво-

бодная группа конечного ранга i
n
i lnr 1  в алфавите 

},,1,,,1|{ i
i
j ljnia   . 

Теорема 4 (об описании верных решений). Множе-

ство всех верных решений определяется не более чем 

двумя комбинациями слов, представляющих собой 

композиции атомарных правильных действий конечной 

длины.  

Доказательство. Рассмотрим свободную группу   

конечного ранга i
n
i lnh 1  с образующими 

},,1,,,1|{ i
i
j ljnia   . 

Поскольку любая свободная группа конечного ранга 

вкладывается в свободную группу счетного ранга, вло-

жим   в свободную группу счетного ранга F∞, а F∞ 

вложим в коммутант  ,  группы  , являющийся 

свободной группой счетного ранга. Свободная группа 

счетного ранга  ,  вкладывается в свободную груп-

пу счетного ранга [F2, F2] – коммутант свободной груп-

пы  F2 ранга 2. Таким образом, группа   может быть 

вложена в свободную группу ранга 2, и получается, 

что существует два слова ),,1,,,1|(1 i
i
j ljniw     

и ),,1,,,1|(2 i
i
j ljniw   , т. е.   вложима в 

),,,1,,,1|(12 i
i
j ljniwF     

 ),,1,,,1|(2 i
i
j ljniw  . Теорема доказана. 

 

ТИПИЗАЦИЯ ПРАВИЛЬНЫХ ДЕЙСТВИЙ  

И ИХ ШКАЛИРОВАНИЕ 

Когнитолог [20] с помощью экспертов определя-

ет все возможные правильные действия – слова 

  },,,{ 1 Bxx n    в алфавите  

},,1,,,1|{ i
i
j ljni   , тем самым задавая группу 

Ɠ=   },,,| 1 BexxG n     с определяющими со-

отношениями – группу верных решений задачи. При 

этом когнитолог, используя лемму ван Кампена [21], 

может «увидеть» эту группу, т. е. в буквальном смысле 

нарисовать диаграмму определяющих соотношений 

группы верных решений задачи и проанализировать с 

ее помощью логику верного решения задачи. Кроме 

того, можно построить решетку подгрупп этой группы, 

дающую возможность графически представить все воз-

можные ошибки в решении задачи. По сути такой 
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подход позволяет представлять логику решения задач  

в параметрической форме независимо от того, в какой 

конкретной области задача изначально поставлена. 

Введение атомарных правильных действий позволя-

ет шкалировать область решений задачи по их длине 

(без учета нейтральных правильных действий): пра-

вильным действием длины l назовем любую компози-

цию, не содержащую композиции вида 1*  . 

 

АНАЛИЗ РЕШЕНИЙ, ПРЕДЛАГАЕМЫХ 

ОБУЧАЕМЫМ 

Пусть обучаемый дает полный алгоритм решения 

задачи с номером i. 

1. Выписываем все атомарные действия обучаемого 

в виде: },,1;,,1|{ i
s
i tsniu   . 

2. Выписываем все композиции атомарных 

действий, приведенные учеником: 

  },,1;,,1|,,{ 1
i

h
ii hsniuu i   , рассматриваем 

группу Ҡ, порожденную множеством всех атомарных 

действий, выполненных учеником: 

Ҡ=   },,1;,,1|,,{ 1
i

h
ii hsniuu i   , т. е. группу 

предлагаемого учеником решения. Лемма ван Кампена 

позволяет «увидеть» эту группу и проанализировать ее. 

Кроме того, можно построить решетку подгрупп этой 

группы, дающую возможность графически представить 

все возможные «ходы» ученика при решении задачи i. 

Эта группа необязательно конечная, она может быть 

счетной. 

3. Решение верно, если: Ҡ  ; Ҡ e ; 

получен верный ответ. 

Запись верных решений задачи и ошибочных 

решений можно осуществлять на языке узкого исчис-

ления предикатов (УИП) сигнатуры e,*, 1 , 

рассматривая элементарные теории группы верных 

решений задачи и группы ошибок [21; 22]. 

Принципы обучения, сформулированные и обосно-

ванные в работе, и теоремы 2, 3, 4 позволяют сформу-

лировать следующие основные требования к интеллек-

туальной автоматизированной системе оценки резуль-

татов контрольной работы: реализация полной системы 

педагогических связей, основанных на вышеперечис-

ленных принципах (теорема 2); строгое соблюдение 

предложенных алгоритмов составления базы знаний  

и базы ошибок (теоремы 3, 4). 

 

МОДЕЛЬ КЛАССИФИКАЦИИ ЭКЗАМЕНА  

И ДИФФЕРЕНЦИАЦИИ ОЦЕНКИ ЗНАНИЙ  

ПО ФОРМАТАМ РАЗМЕРНОСТИ 1D, 2D, 3D... ND  

Составим систему координат – вектор (x1, x2… xn) 

реализации принципов обучения следующим образом: 

x1 – классификация знаний по широте охвата пред-

метной области; 

x2 – классификация знаний по глубине охвата пред-

метной области;  

x3 – классификация умений и навыков по уровню 

владения материалом (низкий, средний, высокий, на 

уровне автоматизма или привычки); 

…; 

xn – классификация знаний по показателю in,  

где in – показатель, определяемый на n-м этапе диффе-

ренциации оценки знаний, умений и навыков. 

Тогда (x1) можно рассматривать как 1D-модель,  

(x1, x2) – как 2D-модель, … , (x1, x2… xn) – как nD-модель 

классификации экзамена и дифференциации оценки 

знаний по форматам размерностей 1D, 2D, 3D… nD.  

Принципы обучения, сформулированные и обосно-

ванные в работе, и построенная модель классификации 

экзамена и дифференциации оценки знаний по форма-

там размерности показывают необходимость поэтапной 

дифференциации оценки знаний по мере возникнове-

ния новых внутрипредметных и междисциплинарных 

связей.  

 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

Полученные результаты содержат полностью ис-

черпывающий, готовый к цитированию математиче-

ский аппарат, включающий в себя следующее: 

1. Принципы обучения, сформулированные и обос-

нованные в работе, в частности в теоремах 2, 3, 4, по-

зволяющие сформулировать следующие основные тре-

бования к интеллектуальной автоматизированной сис-

теме оценки результатов контроля знаний обучаемых: 

– реализация полной системы педагогических свя-

зей, основанных на вышеперечисленных принципах 

(теорема 2);  

– строгое соблюдение предложенных алгоритмов 

составления базы знаний и базы ошибок (теоремы 3, 4); 

– поэтапная дифференциация оценки знаний по ме-

ре возникновения новых внутрипредметных и междис-

циплинарных связей (модель классификации экзамена 

и дифференциации оценки знаний по форматам раз-

мерности 1D, 2D, 3D… nD). 

2. Показано, что предлагаемая алгебраическая фор-

мализация понятия системы позволяет получать содер-

жательные результаты в теории представления знаний, 

и в частности, в области экспертных систем. 
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Abstract: Knowledge intellectualization is one of the components of modern economic development of the country and 

the main task of the educational system in the whole. The essence of the expected results is reflected in the positive dy-

namics of new knowledge volume and creation of high-tech educational environment, where the risks of low-quality learn-

ing results are minimal. This aspect contributes to the development of new educational systems management tools in their 

application interpretation. The ability to use the expert systems for quality of training evaluation is one of the highlights of 

knowledge intellectualization. It is an understudied and not widely interpreted line of applied research. The authors con-

sider the new ideas of designing and development of intelligent automated teaching and control systems which allow prac-

tical implementation of new educational technologies and means of educational communications, for example, E-learning 

technologies. 

Basing on the new theory of systems formalization based on the use of algebraic methods, the authors formulated and proved 

the principles of expert training systems improvement, and considered the requirements for the intelligent automated system of 

evaluation of knowledge control results. New methods considered in this paper are the further development of the conclusions of 

famous scientists: A.I. Maltsev – in the algebraic systems theory, A.G. Kurosh – in the theory of groups, and Y.L. Yershov – in 

the theory of serving embeddings. The authors suggest using an algorithm for building up the knowledge base and mathematical 

model of the exam, which can be classified by dimensionality formats: 1D, 2D, 3D, ..., nD. 

The purpose of the research paper is the familiarization of wide audience with the new methodology of training and 

control of generated knowledge on the base of instrument of expert technologies and algebraic methods allowing consider-

ing the learned material quality characteristics. 
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