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Аннотация: Предложено математическое описание процесса ионообменной очистки растворов от ионов тя-

желых металлов в пульсационной колонне непрерывного действия  с провальными тарелками КРИЗМ. При раз-

работке математического описания использованы следующие допущения: ионит является монодисперсным  

и имеет сферическую форму, равновесие ионного обмена описывается уравнением Никольского, скорость про-

цесса лимитируется как внутренней, так и внешней диффузией, ионит и раствор в аппарате движутся в прот и-

воположных направлениях, движение раствора происходит с эффектами продольного и радиального перемеши-

вания. Для описания движения раствора в аппарате используется двухпараметрическая диффузионная модель. 

Для решения поставленной задачи применен интервально-итерационный подход, основанный на рациональном 

сочетании аналитических и численных методов теории массообменных процессов. На каждой тарелке прини-

маются постоянными кинетические и гидродинамические параметры процесса, уравнение равновесия Николь-

ского заменяется уравнением касательной к нелинейной равновесной зависимости. Полученные уравнения по-

зволяют рассчитать распределение концентрации раствора по высоте и радиусу слоя ионита на тарелке. Кон-

центрации сорбируемого вещества в растворе и ионите, найденные на одной тарелке, становятся исходными 

для расчета вышележащей тарелки. Общая картина процесса ионного обмена для аппарата в целом определяет-

ся путем последовательного нахождения решений для всех тарелок. Установлена адекватность разработанной 

математической модели на примере очистки сточных вод от ионов никеля на катионите КУ-2-8 в пульсацион-

ной колонне непрерывного действия. Отклонение результатов расчета от экспериментальных данных не пре-

вышает 10 %. Разработанная математическая модель рекомендована для практического применения. 

 

Улучшение показателей работы колонных ионооб-

менных аппаратов с кипящим слоем ионита может 

быть достигнуто секционированием кипящего слоя 

тарелками различной конструкции [1]. Среди извест-

ных тарелок отметим провальные тарелки КРИЗМ [2], 

которые устанавливаются по высоте ионообменной 

колонны с чередованием направления лопаток (рис. 1), 

что обеспечивает интенсивное перемешивание ионита 

и раствора, предотвращает образование застойных 

зон, канальный и пристеночный эффекты. Высокая 

эффективность тарелок КРИЗМ обусловила широкое 

их применение в пульсационных колоннах, для расче-

та которых требуется обычно выполнение многократ-

ных вычислительных операций на ЭВМ [2]. Использо-

вание рационального сочетания аналитических и чис-

ленных методов позволяет упростить исходную сис-

тему уравнений, уменьшить их размерность и полу-

чить искомое решение задачи с учетом различных не-

линейных эффектов переноса [3–5]. В связи с этим 

создание математического описания и методики рас-

чета ионного обмена в пульсационной колонне с про-

вальными тарелками на основе совместного рассмот-

рения статики и кинетики процесса, а также особенно-

стей движения раствора и ионита в аппарате имеет 

существенное значение. 

Ионообменная колонна (рис. 1) представляет собой 

вертикальный цилиндрический корпус диаметром da  

с тарелками КРИЗМ, нумерацию N которых примем 

по высоте аппарата снизу вверх. Для построения ма-

тематического описания выделим в данном аппарате i-ю 

тарелку. Ионит с заданным объемным расходом Q   

и начальной концентрацией сорбируемого иона 

iC .cp.вх  подается на i-ю тарелку сверху. Исходный рас-

твор поступает на эту тарелку снизу вверх с объемным 

расходом Q и концентрацией Свх.i, проходит через 

слой ионита высотой h и очищается до концентрации 

Сi, значение которой неизвестно. Отработанный ионит 

с неизвестным содержанием целевого компонента 

iC .cp  выводится через отверстия в тарелке на ниже-

расположенную тарелку. Согласно данным, приведен-

ным в работе [2], на тарелке происходит интенсивное 

продольное и радиальное перемешивание ионита   

и раствора. 

При разработке математического описания исполь-

зуем следующие допущения:  

1) зерна ионита имеют сферическую форму;  

2) ионообменное равновесие описывается нелиней-

ным уравнением изотермы Никольского;  

3) скорость процесса ионного обмена лимитируется 

как внешней, так и внутренней диффузией;  

4) ионит и раствор движутся в противоположных 

направлениях;  

5) структура потока раствора на тарелке описывает-

ся двухпараметрической диффузионной моделью с уче-

том эффектов продольного и радиального перемешива-

ния;  

6) направление движения раствора совпадает с на-

правлением координаты 0х. 

Математическое описание процесса ионного обмена 

на i-й тарелке включает следующие уравнения: 

уравнение материального баланса в общем виде: 
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Рис. 1. Схема тарельчатой колонны:  

1 – корпус, 2 – тарелка КРИЗМ,  

3 – пульсационное устройство, 4 – эрлифт 
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уравнение материального баланса по жидкой фазе: 
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уравнение диффузии компонента в сферической частице: 
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граничные условия: 
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уравнение связи между средней концентрацией сорби-

руемого иона в частице ),(. RxC iср  и локальным ее зна-

чением ),,( rRxCi на поверхности частицы: 
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уравнение изотермы Никольского [6], которое в случае 

обмена двухвалентного иона на одновалентный имеет 

вид: 
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где Свх.ц.i<Свх.i(R)<Свх.ст.i;  

a0 – обменная емкость ионита, кг-экв/м3;  

С и С  – концентрация целевого компонента в растворе 

и ионите соответственно, кг-экв/м3;  

Свх.ц.i – концентрация раствора, входящего в центр i-й 

тарелки, кг-экв/м3;  

Свх.ст.i – концентрация раствора, входящего на i-ю та-

релку у стенки аппарата, кг-экв/м3;  

*C  и 
*

С  – равновесные концентрации сорбируемого 

иона в растворе и ионите соответственно, кг-экв/м3;  

xD  – коэффициент продольной диффузии рас-

твора,  м 2 /с ;   

rD  – коэффициент радиальной диффузии ра с-

твора, м2/с;  

D  – коэффициент диффузии в ионите, м2/с;  

Кс – константа обмена;  

h – высота слоя ионита на тарелке, м;  

Q – расход раствора, м3/с;  

Q – расход ионита, м3/с;  

r – радиальная координата внутри частицы, м;  

r0 – радиус частицы, м;  

R – радиальная координата внутри аппарата, м;  

R0 – радиус аппарата, м;  

v – действительная скорость раствора, м/с;  

w – действительная скорость ионита, м/с;  

x – координата, м;  

β – коэффициент массоотдачи в жидкой фазе, м/с;  

ε – порозность;  

индекс: вх – входящий, вых – выходящий, гр – граница, 

ср – средний, ст – стенка; ц – центр, эф – эффективный. 
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Для решения поставленной задачи используем ин-

тервально-итерационный подход, основанный на пред-

положении о линейном изменении равновесных кон-

центраций в твердой и жидкой фазах при адсорбции  

в пределах расчетного интервала, который примем рав-

ным слою ионита на тарелке [7]: 

 

umCC ii  ** ,                              (13) 

 

где 
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величина отрезка, который отсекает прямая на оси ор-

динат, считая от начала координат; 
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угловой коэффициент. 

Решение системы уравнений (3), (8)–(10), (13) мо-

жет быть получено аналитическими методами по ана-

логии с решением известной задачи теплопроводности 

в сферической частице при граничных условиях третье-

го рода [8]: 
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где µn – корни трансцендентного уравнения: 
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Введем в рассмотрение новые переменные и безраз-

мерные величины:  
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Подставим уравнение (11) в уравнение материаль-

ного баланса (2), а затем запишем его и соответствую-

щие ему краевые условия в новых переменных (16):  
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При большом времени пребывания ионита на тарел-

ке τпр в условиях регулярного режима диффузии по 

аналогии с теплопроводностью [8] под знаком суммы  

в уравнении (14) можно ограничиться только первым 

слагаемым бесконечного ряда. С учетом этого подста-

вим в правую часть уравнения (22) вместо ),,( LXN  

соответствующее выражение из решения (14) и про-

дифференцируем уравнение (22) по ξ. Затем получен-

ное таким образом новое уравнение подставим в урав-

нение материального баланса (17), которое для i-й та-

релки может быть записано так: 
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Приведем уравнение (23) к более удобному виду. 

Для этого произведем замену функции Ni(X,L) на новую 

сначала по формуле: 
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В этом случае уравнение материального баланса 

(23) и соответствующие ему краевые условия (18)–(22) 

примут вид: 
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Для решения системы уравнений (26)–(30) был ис-

пользован метод разделения переменных [9]. Найден-

ное решение задачи запишем в прежних переменных: 
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Уравнение (31) позволяет рассчитать распределение 

концентрации сорбируемого иона в жидкой фазе по 

высоте кипящего слоя ионита и радиусу аппарата на i-й 

тарелке. 

Для определения средней концентрации раствора по 

высоте аппарата воспользуемся следующей формулой: 
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Подставляя решение (31) в формулу (32) и произве-

дя интегрирование в пределах от 0 до R0, получим: 
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Уравнение (33) позволяет рассчитать распределение 

средней концентрации раствора по высоте слоя ионита, 

расположенного на i-й тарелке. 

Общая картина полей концентрации раствора в про-

дольном и радиальном направлениях для аппарата  

в целом может быть получена в результате последова-

тельного решения систем уравнений, аналогичных  

(1)–(12), составленных для всех тарелок аппарата. При 

этом концентрации сорбируемого вещества в растворе 

и ионите, найденные на тарелке, становятся исходными 

для расчета вышележащей тарелки. 

Входящий в уравнение (9) коэффициент массоотда-

чи в жидкой фазе  может быть найден по выражению, 

полученному на основе модели одномерного капилляр-

ного течения [10]: 
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где  SceRdhx r  /2  – безразмерная продольная ко-

ордината;  

 /rdveR от  – число Рейнольдса;  

  1/423,0 25,1
зdd r  – гидравлический диаметр са-

мого узкого сечения каналов слоя;  

DSc /  – число Шмидта;  

D – коэффициент диффузии сорбируемого иона в рас-

творе, м2/с;  

  – кинематический коэффициент вязкости раствора, м2/с;  

dз – диаметр зерна, м;  

Gk, λk – постоянные и собственные значения ряда, опре-

деляемые по формулам: 

 

(31) 

. 

. 
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λk =4k+8/3; 

 

Gk = 1,01276.λk
-1/3, k = 0, 1, 2 … .       

 

В качестве определяющей скорости в eR   исполь-

зуется скорость относительного движения жидкой  

и твердой фаз vот. Поскольку на тарелке имеет место 

противоточное движение фаз, то модуль вектора отно-

сительной скорости может быть найден по следующей 

формуле: 

тs wvv от ,                              (36) 

 

где fvv ns    скорость движения раствора в самом 

узком сечении каналов слоя;  

 fww nm  1   скорость движения ионита;  

nv  и nw   скорость движения раствора и ионита, отне-

сенная к поперечному сечению аппарата, м/с; 
75,195,0 f   коэффициент минимального живого се-

чения каналов. 

Величину доли свободного объема  рассчитывали 

по уравнению [11]: 

 
184,064,054,1  ArReз ,                        (37) 

 

где  /зdvRe nз   число Рейнольдса для зерна;  

)/()( 2 gdАr з   число Архимеда;  

dз – диаметр зерна катионита, м;  

  и   – плотность катионита и раствора соответствен-

но, кг/м3;  

g – ускорение свободного падения, м/с2. 

Коэффициент продольной диффузии жидкой фазы  

в аппарате с кипящим слоем ионита находили из сле-

дующего выражения [12]: 

 

48,0011,02,0 зRe
Bo





,                     (38) 

 

где 
з

кр

Re

Re
 ;  

Reкр – критическое значение числа Рейнольдса, опреде-

ляемое из уравнения [13]: 
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Коэффициент радиальной диффузии в жидкой фазе 

находили из уравнения [14]: 
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Для проверки адекватности разработанного матема-

тического описания реальному процессу были исполь-

зованы экспериментальные данные [15] по очистке 

сточных вод от никеля на катионите КУ-2-8 (Н-форма) 

в пульсационной колонне диаметром da 0,2 м с 20 про-

вальными тарелками типа КРИЗМ с проходным сече-

нием 10–15 %. Показатели работы колонны представ-

лены в таблице 1. Физико-химические характеристики 

ионообменной системы Ni2+-Н+, использованные в рас-

четах, имели следующие значения [16–21]: обменная 

емкость ионита a0  1,16 кг-экв/м3; средний диаметр зер-

на ионита d3  810-4 м; плотность катионита в Н-форме 

   1180 кг/м3; коэффициент диффузии ионов никеля  

в катионите эфD   310-11 м2/с; константа обмена  

Кс  0,9; плотность раствора ρ – 1000 кг/м3; коэффициент 

диффузии ионов никеля в растворе D  8,610-10 м2/с. 

Шаг расчета по высоте аппарата Δх принимали равным 

высоте слоя катионита на тарелке, а по радиусу аппарата 

ΔR – 0,01 м. 

Найденные в результате расчета параметры матема-

тического описания ионообменного процесса приведе-

ны в таблице 1. 

 

 

Таблица 1. Ионный обмен Ni2+-H+ в пульсационной 

колонне [15] 

 

Наименование 

показателя 

Величина показате-

ля 

Опыт 1 Опыт 2 

Q.104, м3/с 3,492 2,906 

Q
.106, м3/с 0,611 1,745 

Свх
.103, кг-экв/м3 (N=0) 1,87 1,87 

da, м 0,2 0,2 

h.102, м 3,63 9,66 

 0,64 0,61 

Dx
.104, м2/с 2,12 1,42 

Dr
.106, м2/с 8,10 7,42 

β.105, м/с 5,48 4,32 

 

 

На рис. 2 показаны экспериментальные и расчетные 

данные по распределению концентрации ионов никеля  

в растворе на выходе его из каждой тарелки, сравнение 

которых показывает их удовлетворительную сходимость 

при относительной величине погрешности не более 10 %.  

 

 

 
 

Рис. 2. Распределение средней концентрации ионов Ni2+ 

в растворе по высоте аппарата:  

1 – опыт 1; 2 – опыт 2; точки – экспериментальные 

данные [15]; линия – расчетная кривая 

(35) 
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На рис. 3 представлены расчетные распределения 

концентрации ионов Ni2+ в растворе по радиусу аппара-

та на выходе раствора из 3 и 15 тарелок, из которых 

видно, что в центре аппарата раствор очищается лучше, 

чем у его стенки. 

 

 

 
 

Рис. 3. Распределение концентрации ионов Ni2+  

в растворе по радиусу аппарата (опыт 1):  

1 – N=3; 2 – N=15 

 

 

Для описания процесса ионного обмена в пульсаци-

онной колонне с провальными тарелками КРИЗМ пред-

ложено математическое описание, учитывающее нели-

нейность равновесной зависимости, смешанодиффузи-

онную кинетику обмена ионов, продольное и радиаль-

ное перемешивание раствора на тарелке. Удовлетвори-

тельное совпадение результатов расчета с эксперимен-

тальными данными по ионообменной очистке сточных 

вод от ионов никеля на катионите КУ-2-8, заимство-

ванными из литературы [15], позволило рекомендовать 

разработанную математическую модель для практиче-

ского применения. 
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Abstract: The authors suggest a mathematical description of the process of ion-exchange purification of solutions from 

heavy metal ions using the continuous pulsed column with KRIZM perforated trays. While developing mathematical de-

scription, the following assumptions are used: the ionite is monodisperse and has a spherical shape, the ion exchange equi-

librium is described by Nikolsky equation, the velocity of the process is limited by both internal and external diffusion,  

the ionite and the solution in the device move in opposite directions, the solution moves with the effects of longitudinal 

and radial mixing. The two-parameter diffusion model is used to describe the solution movement in the device. To solve 

the task, the authors applied the interval-iterative approach based on a reasonable combination of analytical and numerical 

methods of the theory of mass-exchanging processes. The kinetic and hydrodynamic parameters of the process are con-

stants on each tray; the equilibrium equation of Nikolsky is replaced with the equation of the tangent to the nonlinear equi-

librium dependence. The obtained equations allow calculating the distribution of the solution concentration throughout  

the height and the radius of the ionite bed on the tray. The sorbate concentrations in the solution and ionite found on one 

tray become the input data for the calculation of the overlying tray. The general picture of the ion exchange process for  

the whole device is determined by the successive finding of solutions for all trays. The authors determined the validity of 

the mathematical model on the example of the waste water purification from nickel ions on the KU-2-8 cationite in  

the continuous pulsed column. The deviation of the calculated results from the experimental data does not exceed 10 %. 

The elaborated mathematical model is recommended for practical application. 
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