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Аннотация: Малые металлические частицы с объемно-центрированной кристаллической решеткой (ОЦК) 

часто принимают форму многогранников с осями симметрии пятого порядка, таких как икосаэдр, декаэдр и пяти-

угольная призма. Оси симметрии пятого порядка, запрещенные законами классической кристаллографии, вызы-

вают в таких частицах неоднородные упругие напряжения и деформации. При некоторых условиях эти напряже-

ния и деформации могут релаксировать за счет изменения структуры частицы, а именно образования частичных  

и полных дислокаций, слоев несоответствия, зарождения трещин и пор. В рамках квазиравновесного энергетиче-

ского подхода предложена теоретическая модель, описывающая релаксацию неоднородных упругих напряжений 

и деформаций в декаэдрических частицах за счет формирования центральной сферической полости. Найдены яв-

ные аналитические выражения для энергий сплошных и полых декаэдрических частиц. Упругая энергия полой 

декаэдрической частицы определена как работа, затраченная на зарождение в упругой сферической оболочке по-

ложительной клиновой дисклинации мощностью ω≈0,0163 рад (≈7°20') в поле ее собственных напряжений. Изме-

нение поверхностной энергии за счет формирования поры определено с учетом влияния эффекта релаксации пер-

вой координационный сферы, окружающей вакансию, на изменение объема частицы. Определено изменение 

энергии декаэдрических частиц при образовании сферической поры, установлены оптимальные и критические 

параметры этого процесса. Показано, что существует некоторый критический радиус частицы, при достижении 

которого формирование центральной сферической поры становится энергетически выгодным. Кроме того, пока-

зано, что зародыш поры будет расти, пока не достигнет некоторого оптимального размера, соответствующего 

наибольшему изменению энергии системы. Численные расчеты согласуются с экспериментальными наблюдения-

ми нестабильных пор в относительно малых серебряных и золотых декаэдрических частицах диаметром 30–40 нм 

и стабильных пор в относительно больших медных декаэдрических частицах диаметром ~1 мкм. 

Ключевые слова: полые декаэдрические частицы; релаксация остаточных напряжений; формирование пор; 

сферическая пора. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В последние двадцать лет полые частицы вызывают 

повышенный интерес благодаря своей более высокой 

эффективности в сферах плазмоники [1], наносенсоров 

[2], накопления энергии [3], катализа [4] и медицины 

[5], чем у сплошных аналогов. К настоящему моменту 

опубликованы многочисленные экспериментальные 

обзоры [6–8], посвященные различным аспектам синте-

за полых структур, а также влиянию полости на функ-

циональные свойства этих структур. Однако вопрос о те-

оретическом описании механизмов развития полостей  

в нано- и микрочастицах представлен в научной лите-

ратуре в меньшей степени [9]. По всей видимости, это 

связано с математическими трудностями, возникающи-

ми при описании процессов зарождения и растворения 

пор. В частности, математические трудности могут 

быть преодолены только в случае сферической и ци-

линдрической формы пор.  

Процессы эволюции пор определяются различными 

факторами, в том числе кристаллическим строением час-

тиц [10], диффузионной подвижностью компонентов [11; 

12], присутствием источников/стоков вакансий [13], по-

верхностным и объемным напряженным состоянием 

Frontier Materials & Technologies. 2021. № 4 27

https://orcid.org/0000-0003-4363-8242
https://orcid.org/0000-0003-4116-4821
https://orcid.org/0000-0003-0727-6352
https://orcid.org/0000-0003-3738-408X


Красницкий С.А., Колесникова А.Л., Гуткин М.Ю., Романов А.Е.   «Релаксация остаточных напряжений в декаэдрических…» 

 

[14]. Ряд теоретических работ посвящен зарождению 

пор в частицах за счет конкуренции эффектов Киркен-

далла и поверхностного натяжения в ходе фазовых пре-

вращений [15–17] и реакций оксидации [18–20]. Другие 

исследования фокусируются на стабильности пор в од-

нофазных частицах: проблемах стягивания центрально 

[21–24] и эксцентрично расположенных [25] пор в мо-

нокристаллических частицах и эволюции пористой 

структуры в поликристаллических частицах [26; 27] за 

счет процессов объемной и поверхностной диффузии; 

проблемах формирования пор в пентагональных части-

цах [28], таких как пентагональные вискеры (ПВ) [29–

31] и икосаэдрические частицы (ИЧ) [32–34], за счет 

релаксации остаточных напряжений. 

Экспериментально установлено, что в случае пента-

гональных частиц остаточные упругие деформации  

и напряжения, определяемые пятикратным двойнико-

ванием, могут приводить к спонтанному формирова-

нию пор [35]. Этот процесс получил теоретическое 

описание для случая ПВ и ИЧ [28]. Отметим, что по-

лости в пентагональных частицах могут быть получены 

и другими методами, в частности с помощью химиче-

ского травления [36], применения поверхностно актив-

ных веществ [37], гальванического и Киркендаллового 

смещения компонентов [38; 39] или благодаря облуче-

нию электронным пучком [40–42].  

Для теоретического описания процессов эволюции 

пор в частицах используется математический аппарат, 

основанный на применении дифференциальных урав-

нений диффузии [12; 16; 19], экстремального термоди-

намического принципа [17; 18; 22] и равновесного 

энергетического подхода [15; 28; 33], а также компью-

терных моделирований методами Монте-Карло [16; 21] 

и молекулярной динамики [27; 28]. В частности, равно-

весный энергетический подход показал себя эффектив-

ным средством для определения критических условий 

формирования полости в ПВ и ИЧ в рамках линейной  

и градиентной теорий упругости. Кроме того, этот под-

ход также использовался для анализа критических усло-

вий релаксации напряжений за счет: образования круго-

вых призматических дислокационных петель в ПВ, ИЧ, 

декаэдрических частицах (ДЧ) [43; 44] и частицах типа 

«ядро-оболочка» с монокристаллической и декаэдриче-

ской структурой [45; 46]; зарождения трещин по двой-

никовым границам в ДЧ [47]; формирования поверхно-

стных слоев несоответствия в ПВ и ИЧ [48]; роста ци-

линдрических дилатационных включений в ПВ [49]. 

Результаты теоретических исследований хорошо согла-

суются с экспериментальными данными по наблюде-

нию дислокаций в частицах типа «ядро-оболочка» и ДЧ 

соответственно [50–52]. 

Вышеперечисленные релаксационные модели рас-

сматривают остаточные напряжения в пентагональных 

частицах в рамках дисклинационного описания [53; 54]. 

Например, согласно этому описанию, ДЧ с гранецентри-

рованной кристаллической решеткой (ГЦК) могут быть 

представлены как пять тетраэдров с гранями типа {111}, 

сложенные вместе так, чтобы тетраэдры имели одно об-

щее ребро. В результате получается пятикратно двойни-

кованная частица, содержащая положительную клино-

вую дисклинацию мощностью ω~7,28°, или 0,128 рад.  

В первом приближении в качестве упругой модели ДЧ 

можно рассмотреть упругую сферу, содержащую сим-

метрично расположенную положительную дисклина-

цию. Впервые упругие поля и энергии такой клино-

вой дисклинации в сфере были получены в [55]. Не-

давно авторы [56] обобщили это решение на случай 

клиновой дисклинации в толстостенной сферической 

оболочке.  

Цель исследования – разработка теоретической мо-

дели релаксации остаточных напряжений в ДЧ, описы-

вающей критические условия формирования в ней цен-

тральной сферической поры.  

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Теоретическое исследование было проведено в рам-

ках хорошо апробированного равновесного энергетиче-

ского подхода, основанного на анализе изменения об-

щей энергии ДЧ за счет формирования центральной 

сферической поры. Согласно этому подходу, формиро-

вание поры считается энергетически выгодным, если 

соответствующее изменение полной энергии ДЧ отри-

цательно. В рамках данного подхода изменение полной 

энергии ДЧ можно представить как изменение упругой 

и поверхностной энергии частицы при росте поры.  

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ  

Рассмотрим изначально сплошную ДЧ как упругую 

сферу радиуса а0 с модулем сдвига G и коэффициентом 

Пуассона ν, содержащую симметрично расположенную 

положительную клиновую дисклинацию с мощностью 

ω≈0,0163 рад (рис. 1 a). В этом случае внутренняя об-

ласть ДЧ испытывает всесторонние сжатие, а перифе-

рическая – тангенциальное растяжение за исключени-

ем малых областей сжатия, расположенных в местах 

выхода дисклинационной линии на сферическую по-

верхность [56]. Такое напряженно-деформированное 

состояние может приводить к зарождению вакансий 

на растянутой внешней поверхности ДЧ и их даль-

нейшей миграции во внутреннюю область сжатия  

с последующей коагуляцией в пору радиуса ар 

(рис. 1 b). Кроме того, будем предполагать, что обрат-

ный поток атомов из центральной области ДЧ к на-

ружной поверхности приводит к увеличению ее объе-

ма. Это увеличение объема может быть описано урав-

нением для радиусов:  

 

33
0

3 ξ paaa  ,                               (1) 

 

где а – радиус частицы после релаксации;  

ξ – безразмерный параметр, отвечающий за релаксацию 

первой координационной сферы кристаллической ре-

шетки, окружающей вакансию, и меняющийся для 

большинства материалов в интервале от 0,5 до 0,8 [57].  

Изменение объема (1) продемонстрировано на рис. 2 

для зависимостей нормированного радиуса релаксиро-

ванной ДЧ 
0a

a
 от нормированного радиуса поры 

a

a p
 

при разных значениях параметра ξ. Как видно из рис. 2, 

в случае, когда рост полости не вызывает изменение 

наружного радиуса ДЧ (ξ=0,0), значение релаксирован-

ного радиуса ДЧ получается заниженным. Наоборот,  
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 a b 

Рис. 1. Упругая модель ДЧ в изначально сплошном состоянии (а) и частично релаксированном состоянии  

с центральной сферической порой (b) 

Fig. 1. The elastic model of a decahedral particle (DP) in the initially solid condition (а) and partially relaxed condition  

with the central spherical void (b) 

 

 

 

 

Рис. 2. Нормированный радиус ДЧ 

0a

a
 в зависимости от нормированного радиуса поры 

a

a p   

для разных значений параметра ξ=0,0; 0,5; 0,65; 0,8; 1,0 

Fig. 2. Specified DP radius 

0a

a
 depending on the specified void radius 

a

a p   

for different parameter values ξ=0.0; 0.5; 0.65; 0.8; 1.0 

 

 

 

в случае пренебрежения релаксационными эффектами 

кристаллической решетки (ξ=1,0) значение релаксиро-

ванного радиуса получается завышенным. Кроме того, 

видно, что для относительно малых пор 5,0
a

a p
 мож-

но пренебречь изменением наружного радиуса ДЧ 

(ξ=0,0), а для относительно больших следует использо-

вать оценку ≈0,5…0,8. 

Формирование поры в ДЧ сопровождается сле-

дующими процессами: увеличением доли свободной 

поверхности ДЧ, уменьшением доли двойниковых 

границ, релаксацией остаточных напряжений и ради-

альным смещением поверхностных атомов (поверх-

ностное натяжение). В работе [30] показано, что 

вкладом двойниковых границ и поверхностным на-

тяжением в полную энергию ДЧ можно пренебречь 

по сравнению с вкладом остаточных напряжений  

и образования поверхности поры. Тогда изменение 

энергии ДЧ за счет образования поры может быть 

представлено в виде 

 

strainsurf EEE  ,                        (2) 

 

где ΔEsurf и ΔEstrain – изменения поверхностной и упру-

гой энергии ДЧ соответственно.  

Изменение поверхностной энергии известно и опре-

деляется по формуле 

 

)(πγ4 2
0

22 aaaE psurf  ,                    (3) 

 

где  – удельная поверхностная энергия. 
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Упругая энергия ДЧ определяется в рамках данного 

исследования как работа, затраченная на зарождение 

клиновой дисклинации в сферической оболочке в своем 

собственном поле напряжений: 

 

θsinθσ
2

ω ω

π

0

2 dRdRE

a

a

sh
strain

sh

p

   ,              (4) 

 

где 

sh

 – окружное напряжение клиновой дисклина-

ции в сферической оболочке, определенное в [56].  

В настоящей работе мы переписали окружное напряже-

ние 

sh

 [56] в более удобной для теоретических рас-

четов форме: 
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где Pn(t) – полиномы Лежандра;  

Pn
1(t) – присоединенные полиномы Лежандра, такие, 

что )(1)( 21 tPttP nn  ,  cost ;  

Am, Bm, Cm и Dm – коэффициенты разложения, которые 

определяются из системы уравнений, полученной из 

граничных условий на внутренней (R=ap) и внешней 

(R=a) сферических поверхностях [56]: 

при m=0 

0)1(2
2

)(

,

3
00

0 
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
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R
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Уравнения (5)–(9) получены в рамках процедуры, 

представленной в [61], с одним лишь отличием: вместо 

поля напряжений клиновой дисклинации в упругой 

среде использовалось экранированное поле напряжений 

клиновой дисклинации в упругом цилиндре. 

Подставим уравнение (5) в (1) и после последующе-

го интегрирования окончательно получим: 
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В предельном случае сплошной сферы (ap→0) упру-

гая энергия (10) принимает форму, совпадающую с ре-

зультатами, представленными в работе [55]: 
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На рис. 3 представлены зависимости отношения уп-

ругих энергий shEel и spEel, определяемые формулами 

. (10) 
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Рис. 3. Отношение упругих энергий полых структур к упругим энергиям сплошных структур в зависимости  

от отношения радиусов 
a

a p  (a0 a): ДЧ (сплошная линия), ИЧ (пунктирная линия) и ПВ (штрихпунктирная линия) 

Fig. 3. The ratio of elastic energies of hollow structures to elastic energies of solid structures depending  

on the ratio of radiuses 
a

ap  (a0 a): DP (a solid line), IP (a dashed line), and PW (a dash-dotted line) 

 

 

 

(10) и (11), от отношения радиусов поры и ДЧ для слу-

чая ν=0,35. Кроме того, на рис. 3 показаны аналогичные 

кривые, полученные ранее для полых ПВ и полых ИЧ 

[28], упругие модели которых представляют собой ци-

линдрическую оболочку, содержащую клиновую дис-

клинацию, и сферическую оболочку, содержащую сте-

реодисклинацию Маркса – Иоффе. Видно, что для всех 

пентагональных частиц (ДЧ, ПВ и ИЧ) упругая энергия 

уменьшается с увеличением радиуса поры. Более того, 

при заданном значении отношения радиусов поры и ДЧ 

отношение упругих энергий 
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E

E
 принимает наи-

меньшее значение для ПВ, среднее – для ИЧ и наи-

большее – для ДЧ. Например, при 5,0
a

a p
 отношения 

энергий будут: ~0,1 для ПВ, ~0,25 для ИЧ и ~0,55 для 

ДЧ. Таким образом, полые ДЧ запасают значительно 

больше упругой энергии по отношению к сплошным 

ДЧ, чем полые ПВ и ИЧ с такими же внутренним  

и внешним радиусами по отношению к сплошным ПВ  

и ИЧ. 

Таким образом, изменение энергии ДЧ за счет фор-

мирования в ней центральной сферической полости 

может быть представлено в следующем виде: 
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где последние два слагаемых определяются по форму-

лам (10) и (11). 

 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ  

Зависимости изменения энергии ДЧ ΔE (12) от ра-

диуса поры ap для разных значений начального радиуса 

частицы а0 представлены на рис. 4. На рис. 4 а показа-

ны нормированные кривые 
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, приведенные  

в единицах Gb2a для ν=0,35 и 
8

Gb
  (здесь b – наи-

меньшее расстояние между атомами в кристаллической 

решетке), а на рис. 4 b показаны кривые 














a

a
E

p
 для 

медных (Cu) ДЧ, приведенные в единицах МэВ для 

ν=0,38, G=42,8 ГПа и γ=1,829 Дж/м2. Будем считать, 

что формирование поры становится энергетически 

выгодным, если соответствующее изменение энергии 

будет отрицательным (ΔE<0). Из рис. 4 видно, что 

существует некоторый критический радиус a0,cr изна-

чально сплошной частицы, такой, что в ДЧ с относи-

тельно малым радиусом a0<a0,cr формирование полос-

ти энергетически невыгодно (ΔE>0 при любых ap). 

Напротив, в ДЧ с относительно большим радиусом 

a0>a0,cr формирование пор энергетически выгодно 

(ΔE<0 в некотором интервале ap). Это означает, что 

поры в относительно малых ДЧ неустойчивы и стре-

мятся стянуться, как это наблюдалось эксперимен-

тально в золотых (Au) и серебряных (Ag) ДЧ диамет-

ром 30–40 нм, содержащих поры диаметром 3–8 нм 

[40–42]. Критическое значение радиуса ДЧ a0,cr мо-

жет быть определено численно из системы уравнений 
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. В нашем примере крити-

ческий радиус ДЧ a0,cr достигает ~1345b в нормирован-

ном случае (рис. 4 а) и ~0,44 мкм в случае медной ДЧ 

(рис. 4 b). 

Следует отметить, что критический радиус ДЧ  

в случае зарождения круговых призматических дисло-

кационных петель, определенный в работе [46], состав-

ляет ~258b, что, в свою очередь, значительно меньше, 
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