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Аннотация: Исследование посвящено проблеме заблаговременного исключения резонансных колебаний инстру-

мента путем предварительного математического моделирования. В частности, проблема рассмотрена для случая процес-

са фрезерования концевой фрезой на вертикальном фрезерном центре. В работе приведены обработанные эксперимен-

тальные данные и результаты математического моделирования, содержащие сведения о жесткости фрезы ФКЦ 4257, ее 

собственных частотах на спектре и формах колебаний. Построенная конечно-элементная математическая модель охваты-

вает саму фрезу, зажимную цангу и цанговый патрон. Модель описывает статическую жесткость фрезы с погрешностью 

2,2 %, а положение ее собственных частот на спектре – с погрешностью около 7 % относительно результатов экспери-

мента. Посредством построения амплитудно-частотной характеристики и проведения модального анализа показано, что 

наиболее критичными для фрезы являются первые две моды колебаний (80 и 112 Гц), как по критерию величины ампли-

туды колебаний, так и по критерию их формы. Формы колебаний на первых модах являются изгибными. В рамках мо-

дального анализа рассмотрены и оценены формы колебаний на остальных модах. Для улучшения сходимости результа-

тов частотного анализа предложено ввести коэффициент Kk1=0,9, учитывающий меньшую жесткость реальной фрезы  

в сравнении с идеализированной математической моделью, при применении которого сходимость улучшена до 2,5 %. 

Благодаря примененной методике можно получать достоверные данные о частотных зонах неустойчивости, используе-

мые на практике для уходов от резонансных явлений. В перспективе на основе таких данных с учетом поправочных ко-

эффициентов возможно обучение нейросетевых моделей, предсказывающих отклик инструмента при конкретных усло-

виях обработки и решающих обратную задачу подбора рациональной геометрии инструмента под определенные задачи. 

Ключевые слова: концевая фреза; жесткость; модальный анализ; частотный анализ; математическое моделиро-
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ВВЕДЕНИЕ 

При фрезерной обработке концевыми фрезами на 

крупногабаритных фрезерных станках высокой жесткости 

лимитирующими упругими деформациями являются от-

жатие самого режущего инструмента, его колебания  

с определенной амплитудой и частотой [1; 2]. В случаях, 

когда частоты этих колебаний не входят в резонанс с час-

тотами прочих компонентов системы «станок – приспо-

собление – инструмент – деталь» (далее – СПИД), имеет 

место лишь отклонение от заданного формообразования 

[3; 4] в той или иной мере, т. е. снижение точности обра-

ботки [5; 6]. Однако широко известно, что при наступле-

нии резонансных явлений при фрезерной обработке про-

исходят колебания повышенной амплитуды, что может 

приводить к ускоренному износу [7], поломке инструмента 

[8; 9] вследствие усталостного разрушения и выкрашива- 

ния его режущих кромок, а также к выходу из строя под-

шипников шпинделя и прочих узлов станка [10; 11]. Заме-

тим, что упомянутые негативные последствия работы 

фрезы в резонансном или околорезонансном частотном 

интервале заметны как при фрезеровании труднообраба-

тываемых материалов по сложным пространственным 

кривым траекториям, так и при обработке относительно 

податливых материалов по простым плоским траектори-

ям. В частности, это выражается в неудовлетворительном 

качестве обработанных поверхностей и несоответствии 

полученных размеров и форм детали изначальным допус-

кам на обработку [12]. 

В связи с этим для механической обработки остается 

актуальным наличие возможности заблаговременно абст-

рагироваться от резонансных частотных зон, для чего за-

частую проводится анализ вибрационной составляющей
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обработки и строятся частотные характеристики фрез 

[13; 14]. Для решения этой задачи широко применяются 

как эмпирические методы [15; 16], основанные на пока-

заниях токовихревых датчиков, так и математическое 

моделирование, в т. ч. методом конечно-элементного 

анализа [17; 18]. Кроме того, для снижения и предот-

вращения влияния колебаний инструмента могут ис-

пользоваться результаты модального анализа [19; 20], 

дающего представление о формах колебаний [21] на 

частотном спектре. 

В подавляющем же большинстве исследований режу-

щего инструмента, в частности концевых фрез, отсутству-

ет комплексное рассмотрение объекта с точки зрения как 

модального, так и частотного анализа и, как следствие, не 

представлено соответствующих математических моделей 

с подтвержденной сходимостью. Среди приведенных ис-

следований при рассмотрении концевых фрез присутст-

вуют оценки как форм, так и амплитуд колебаний на час-

тотном интервале, но отдельно друг от друга. Следова-

тельно, сделать однозначный вывод о критичности для 

фрезерования той или иной частоты колебаний инстру-

мента затруднительно. Соответственно, необходим под-

ход, объединяющий оценку как по критерию амплитуды, 

так и по критерию формы колебаний. 

Цель исследования – разработка и апробация мето-

дики сквозного математического моделирования, вклю-

чающей в себя статический, модальный и частотный 

анализы, на примере фрезы ФКЦ 4257, установленной 

на вертикальном фрезерном центре MILLSTAR LMV 

800; при этом результаты моделирования должны иметь 

корреляцию с экспериментальными данными. 

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Исследовали пару «фреза концевая – патрон цанго-

вый», состоящую из концевой фрезы ФКЦ 4257 диа-

метром 10 мм и цангового патрона BT-40-ER32-100  

с соответствующей цангой. Материал фрезы – быстро-

режущая сталь Р6М5. Моделирование проводилось при 

помощи метода конечных элементов с использованием 

Femap with NX Nastran v11. Использовались статиче-

ская сила величиной 400 Н для статического анализа  

и единичная сила для получения частотных откликов. 

Для обработки и визуализации экспериментальных 

данных применялся комплекс MatLab. 

Экспериментальная часть исследования включает  

в себя измерение статической жесткости фрезы,  

а также получение ее частотной характеристики. Для 

проведения эксперимента внутри рабочего объема 

центра LMV 800 на вертикальной плите, закреплен-

ной в тисках, с одной стороны крепился по резьбе  

Z-образный датчик сжатия, а на другой вкручивался 

винт для нагружения фрезы. В магнитной стойке, 

зафиксированной на корпусе шпинделя станка, кре-

пился индикатор. Измерения проводились при помо-

щи динамометра электронного переносного ДЭП1. 

При проведении данного эксперимента производилась 

серия замеров при различных прилагаемых к фрезе силах – 

от 50 до 400 Н. Непосредственное измерение деформации 

проводилось при помощи тензометрического динамометра 

с контролем смещений индикатором часового типа с по-

грешностью измерений 0,01 мм (правая часть рис. 1). 
Собственные частоты концевой фрезы на станке 

LMV 800 получались импульсным методом – ударом 
динамометрического молотка с фиксацией отклика то-
ковихревым датчиком Bentley Nevada.  

Как будет показано далее, именно первые две моды 

колебаний обладают наибольшими амплитудами, а так-

же наиболее опасными собственными формами колеба-

ний. В связи с этим при рассмотрении пиков на частот-

ном спектре будем проводить сравнения именно по 

первым двум пикам, полученным экспериментально. 

Для математической модели были заданы условия 

закрепления (граничные условия) и нагружения со-

гласно эксперименту, с учетом материалов тел и ха-

рактера их контакта.  

Очевидно, что лимитирующие деформации будут 

наблюдаться на максимальном вылете фрезы из патро-

на, а сам патрон практически не претерпит деформа-

ции. В связи с этим задана соразмерная конечно-

элементная сетка для различных тел, позволяющая сни-

зить необходимое на анализ время. 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Общий вид экспериментальной установки внутри станка 

Fig. 1. General view of the experimental installation inside the machine
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Поскольку деформации происходят глубоко в упругой 

области, то в соответствии с ожиданиями график подат-

ливости (рис. 2) представляет собой прямую с неким ко-

эффициентом, отвечающим за ее наклон. Определим же-

сткость в точке проведения измерений (примерно 19 мм 

от патрона) по известной зависимости: 

 



F

j ; 

 

мм

Н
3,7797

0513,0

400
эксп. 



F

j . 

 

Анализатор вибраций позволил получить амплитудно-

частотную характеристику (далее – АЧХ) фрезы с ярко 

выраженными пиками (рис. 3). Первые два пика располо-

жены на частотах 80 и 112 Гц соответственно. Параметры, 

которые были установлены при измерениях в данных экс-

периментах, являются определяющими с точки зрения 

формирования точности через упругие деформации. 

Как видно из статического расчета (рис. 4), при на-

грузке 400 Н наибольшие перемещения составляют 

около 0,2 мм на торце фрезы. Нагляднее представить 

распределение деформаций по длине фрезы при помо-

щи графика. График (рис. 5) показывает перемещения 

вдоль оси Z (продольная ось фрезы), причем нулевой 

точкой отсчета принята точка нулевого вылета фрезы из 

патрона (край патрона). Полученная зависимость в со-

ответствии с ожиданиями близка к линейной.  

Согласно результатам расчета, перемещения вели-

чиной 0,05 мм, полученные экспериментально, были 

зафиксированы на расстоянии примерно 19 мм (рис. 5)
 

 

 

 

 

Рис. 2. Экспериментальный график зависимости деформаций (м) от прилагаемой силы (Н).  

Выделенная область, расположенная вдоль линии графика, визуализирует 95%-й доверительный интервал 

Fig. 2. Experimental graph of the dependence of deformations (m) on the applied force (N).  

The highlighted area located along the graph line visualizes the 95 % confidence interval 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика, полученная экспериментально, с отмеченными пиками 

Fig. 3. The amplitude-frequency characteristic obtained experimentally with the peaks marked 
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Рис. 4. Результат статического расчета на жесткость 

Fig. 4. Result of static calculation for rigidity 

 

 

 

 
 

Рис. 5. График зависимости перемещений от координаты продольной оси фрезы (моделирование) 

Fig. 5. Graph of the dependence of displacements on the coordinate of the mill longitudinal axis (modelling) 

 

 

 

от края патрона (вылет фрезы). Это значение совпадает 

с расстоянием от края патрона до точки измерения при 

проведении эксперимента, что позволяет сделать вывод 

о корректности созданной математической модели для 

определения статической жесткости.  

Тогда жесткость в точке измерений равна 

 

мм

Н
7968

0502,0

400
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

F

j . 

 

Полученное смоделированное значение жесткости от-

личается от рассчитанного по экспериментальным дан-

ным на 2,2 %, что является подтверждением корреляции. 

Для нахождения собственных форм и частот конст-

рукции проведем модальный анализ для тех же условий 

закрепления, что и в случае статического расчета. Ре-

зультат модального анализа можно представить как  

в виде набора мод (рис. 6), так и графически на частот-

ном интервале (рис. 7), где отчетливо видны пики соб-

ственных частот. На графике (рис. 7) по оси ординат 

откладывается безразмерный коэффициент, не показы-

вающий амплитуду колебаний на резонансных часто-

тах, а по оси абсцисс – интервал рассматриваемых час-

тот. Искомые пики расположены на 86 и 120 Гц соот-

ветственно. При сравнении положения пиков на спектре 

с экспериментальными данными (рис. 3) заметно рас-

хождение приблизительно в 6–8 Гц. 
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Порядковый номер моды Частота, Гц 

1 86,282 

2 86,314 

3 119,853 

4 119,917 

5 275,697 

6 407,808 

7 407,826 

8 427,403 

9 596,541 

10 596,969 

 
Рис. 6. Моды колебаний пары «концевая фреза – цанговый патрон» 

Fig. 6. Vibration modes of the end mill – collet chuck pair 

 

 

 

 

 

Рис. 7. Расположение первых двух собственных частот фрезы на спектре (моделирование) 

Fig. 7. The location of the first two natural frequencies of the mill on the spectrum (modelling) 

 

 

 

Как показывает модальный анализ, на первой и вто-

рой моде колебаний (≈86 и 120 Гц) собственная форма 

является изгибной, причем в зоне неустойчивости нахо-

дится исключительно сама фреза, отклоняющаяся от 

своей оси в сторону, что полностью соответствует ре-

альному направлению упругих деформаций при фрезе-

ровании концевой фрезой. 

Заметим, что моды 1 и 2, 3 и 4, 6 и 7, 9 и 10 имеют 

практически одинаковые частоты (рис. 6), что выража-

ется графически в виде «слияния» в единый пик мод  

с порядковыми номерами 1 и 2, 3 и 4 соответственно. 

Кроме того, собственные формы фрезы на этих часто-

тах абсолютно идентичны и являются изгибными 

(рис. 8). Поэтому будем рассматривать столь близкие 

моды как единую собственную частоту. 

На пятой моде колебаний (≈276 Гц) собственная фор-

ма является скручивающей вокруг продольной оси фрезы, 

причем в зоне неустойчивости находится по большей час-

ти сам цанговый патрон (рис. 9). Следующие шестая  

и седьмая моды (≈408 Гц) соответствуют форме простран-

ственного изгиба всей конструкции вокруг узлов, обозна-

ченных фиолетовыми зонами (рис. 10). Такая форма коле-

баний является опасной по причине наличия перегиба, где 

форма колебаний меняет свое направление. При этом  

в зонах пучности колебаний по-прежнему находится не 

только сама фреза, но и корпус патрона. Собственная 

форма на восьмой моде (≈427 Гц) является сжимающей 

вдоль продольной оси инструмента, охватывая и инстру-

мент, и цанговый патрон (рис. 11). Пучность колебаний на 

данной моде сосредоточена на фрезе. 

 

Frontier Materials & Technologies. 2025. № 3 43



Воронов Р.Д., Расторгуев Д.А., Левашкин Д.Г.   «Исследование жесткости и частотных характеристик концевой фрезы…» 

 

 
 

 

Рис. 8. Собственная форма колебаний на первой моде  

для случая цельной концевой фрезы 

Fig. 8. Vibration mode shape in the first mode  

for the case of a solid end mill 

 

Рис. 9. Собственная форма колебаний на пятой моде  

для случая цельной концевой фрезы 

Fig. 9. Vibration mode shape in the fifth mode  

for the case of a solid end mill 
  

 

 

 

 
 

 

Рис. 10. Собственная форма колебаний на шестой моде  

для случая цельной концевой фрезы 

Fig. 10. Vibration mode shape in the sixth mode  

for the case of a solid end mill 

 

Рис. 11. Собственная форма колебаний на восьмой моде 

для случая цельной концевой фрезы 

Fig. 11. Vibration mode shape in the eighth mode  

for the case of a solid end mill 
 
 

 

Последним девятой и десятой модам колебаний 

(≈596 Гц) соответствует форма пространственного из-

гиба исключительно самой фрезы (рис. 12), аналогич-

ная собственной форме на шестой моде (рис. 10). Здесь 

также прослеживаются перегиб и узлы на теле фрезы. 

Поскольку коэффициент на оси ординат (рис. 7) не да-

ет никакого представления о мере критичности той или 

иной частоты по критерию амплитуды колебаний, то да-

лее необходимо провести частотный анализ. Частотный 

анализ подразумевает учет демпфирования колебательной 

системы через коэффициент демпфирования, определяе-

мый экспериментально. Для случая концевой цельной 

фрезы логарифмический декремент затухания составил 

0,06 по эмпирическим данным, полученным из графика 
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Рис. 12. Собственная форма колебаний на девятой моде для случая цельной концевой фрезы 

Fig. 12. Vibration mode shape in the tenth mode for the case of a solid end mill 

 

 

 

переходного процесса затухания колебаний. Примем до-

пущение, что данный коэффициент остается постоянным 

на всем интервале рассматриваемых частот и равен лога-

рифмическому декременту затухания колебаний.  

Результатом частотного анализа является получение 

зависимости «амплитуда – частота» в интересующем 

нас направлении пространства. В данном случае рас-

сматриваем поперечное направление нагружения фре-

зы, т. е. направление, перпендикулярное ее оси. Полу-

чен частотный отклик (АЧХ) при коэффициенте демп-

фирования, принятом равным 6 %. Для более наглядно-

го отображения всех амплитуд будем использовать ло-

гарифмическую шкалу на оси ординат (рис. 13). 

Согласно построенной АЧХ, можно сделать вывод, 

что по критерию амплитуды колебаний наиболее опас-

ными являются первые две собственные частоты коле-

баний, соответствующие частотам около 86 и 120 Гц 

(по результатам моделирования). Они же являются наи-

более опасными по критерию формы колебаний, как 

показал модальный анализ. 

Таким образом, получены результаты статического, 

модального и частотного анализов, коррелирующие  

с результатами эксперимента. 

 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Полученные результаты по положению собственных 

частот на спектре коррелируют с экспериментальными 

данными в пределах ≈7 %. Такой значительный процент 

погрешности обусловлен сдвигом теоретической АЧХ 

правее в сравнении с эмпирической АЧХ, что, в свою 

очередь, происходит по причине идеализации матема-

тической модели. В частности, в модели, подвергнутой 

конечно-элементному анализу, отсутствуют стружечные 

канавки фрезы, что делает ее более жесткой и завышает 

собственные частоты. Кроме того, на вид АЧХ и собст-

венные частоты твердого тела влияет и его геометриче-

ская форма. Соответственно, при отсутствии широких  

и глубоких стружечных канавок результат несколько ис-

кажается. В связи с этим для улучшения сходимости  

в таких случаях можно допустить введение уточняющего 

коэффициента, который скорректирует жесткость фрезы 

и позволит избежать трудоемкого уточнения ее модели. 

Важно заметить, что поскольку силовое воздействие 

при эксперименте оказано на фрезу, которая кинемати-

чески связана с цанговым патроном, а патрон, в свою 

очередь, со шпинделем станка и т. д., то полученная 

частотная характеристика является результирующей по 

отношению к самому станку и его жесткости, что, не-

сомненно, внесло свой вклад в вид кривой и абсолют-

ные значения амплитуд [22]. Этим и объясняется неиз-

бежное внешнее отличие экспериментальной АЧХ от 

АЧХ, полученной при моделировании. 

Для случая цельной концевой фрезы введем безраз-

мерный коэффициент Kk, учитывающий наличие стру-

жечных канавок в сечении, претерпевающем деформа-

ции. Очевидно, что наличие стружечных канавок влия-

ет на перемещения по каждой из координатных осей 

неодинаково, поэтому и значения коэффициентов 

должны отличаться. Так как для осевого инструмента  

в данной работе рассматривается жесткость в попереч-

ном направлении (перпендикулярно оси инструмента), 

то определим соответствующий коэффициент Kk1=0,9. 

Данное значение коэффициента для каждого конкретно-

го инструмента может быть получено как отношение 

деформаций полнотелого цилиндрического тела (прут-

ка) и рассматриваемого реального инструмента со 

стружечными канавками при прочих равных условиях. 

При изменении жесткости модели в 0,9 раза полу-

чим следующее положение пиков первых двух собст-

венных частот (рис. 14). Первый пик сместился влево 

до 82,2 Гц, второй – до 114,3 Гц. Сходимость с экспе-

риментом улучшена до 2,5 % (рис. 3). 

Важно заметить, что введение уточняющего коэффи-

циента не всегда может быть оправдано, поскольку нахож-

дение пиков собственных частот на практике используется 

Frontier Materials & Technologies. 2025. № 3 45



Воронов Р.Д., Расторгуев Д.А., Левашкин Д.Г.   «Исследование жесткости и частотных характеристик концевой фрезы…» 

 

 

 

Рис. 13. Амплитудно-частотная характеристика в поперечном направлении  

с логарифмической шкалой амплитуды (моделирование) 

Fig. 13. Amplitude-frequency characteristic in the cross direction with amplitude logarithmic scale (modelling) 

 

 

 

 

 

Рис. 14. Расположение первых двух собственных частот фрезы на спектре  

с учетом поправочного коэффициента (моделирование) 

Fig. 14. The location of the first two natural frequencies of the mill on the spectrum taking  

into account the correction factor (modelling) 

 

 

 

для ухода от резонансных явлений, т. е. для разведения 

рабочих режимов и собственных частот дальше друг от 

друга на частотном спектре. В таком случае с практиче-

ской точки зрения в ряде случаев не требуется знать по-

ложение пика на спектре с точностью до 1–3 Гц. Может 

оказаться достаточным знание о наличии пика в диапазо-

не около 10–15 Гц. Результаты же статического анализа 

(расчет на жесткость) не нуждаются в уточнении, изна-

чально обеспечивается сходимость 2,2 %. 

Одним из направлений дальнейшего развития тема-

тики данного исследования видится расширение моде-

лируемой системы, т. е. включение в состав математи-

ческой модели заготовки, приспособления, самого стан-

ка, что в конечном итоге позволит получить модель 

замкнутой системы СПИД. При сохранении методики 

моделирования ожидается получение сходимости с экс-

периментом, что позволит более полно и подробно от-

ражать состояние технологической обрабатывающей 

системы как в динамике, так и в статике. 

 

ВЫВОДЫ 

Представленная методика моделирования жесткости 

совместно с выполнением частотного анализа позволяет 

выполнять расчеты силовых смещений и упругих де-

формаций инструмента для его состояния на критиче-
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ских частотах нагружения. Именно поиск баланса жест-

кости внутри системы «станок – инструмент – деталь» 

вынуждает оценивать критические состояния инстру-

мента, а за ним и станка, поскольку именно уровень 

демпфирования, жесткости и собственных частот эле-

ментов системы «станок – приспособление – инстру-

мент – деталь» (СПИД) определяет саму возможность  

и продолжительность работы инструмента, являющего-

ся замыкающим звеном (относительно маложестким  

и уязвимым) в системе СПИД. 

Реальный отклик инструмента в системе СПИД для 

индивидуальных случаев с учетом геометрии приме-

няемого инструмента может быть смоделирован со схо-

димостью 7 %. При этом уточнение результатов мате-

матического моделирования можно провести при по-

мощи коэффициента, позволяющего учесть стружечные 

канавки инструмента, что дает возможность сэкономить 

время на подробную разработку 3D-модели. При при-

менении коэффициента сходимость пиков на спектре  

с экспериментом достигает 2,5 %. Поскольку получен-

ные расчетные значения частот и деформаций коррели-

руют с экспериментальными данными, то можно ут-

верждать, что цель работы достигнута. 

На базе дифференциальных уравнений с принятым  

в первом приближении коэффициентом появляется воз-

можность для обучения нейросетевых моделей, которые 

позволят получать выходные данные об амплитуде де-

формации инструмента при любых вводных данных  

о предполагаемых условиях обработки. Кроме того, это 

позволит нейросети и пользователю формулировать кон-

кретные предложения по изменению (улучшению) ввод-

ных данных для обеспечения оптимальных условий реза-

ния по предварительно заданной целевой функции либо 

по целому комплексу целевых функций. Другими слова-

ми, возможно решение как прямой, так и обратной задачи. 

При достаточно высоком уровне обучения такой нейросе-

тевой модели все интересующие модальные, частотные  

и жесткостные характеристики инструмента можно будет 

получать из ее выходных данных без проведения экспе-

риментов и какого-либо моделирования. 
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Abstract: The study covers the problem of early elimination of tool resonant vibrations through preliminary 

mathematical modelling. In particular, the problem is considered for the case of milling with an end mill on a vert i-

cal milling centre. The paper presents processed experimental data and results of mathematical modelling containing 

information on the rigidity of the FKC 4257 mill, its natural frequencies on the spectrum and vibration modes. The 

constructed finite element mathematical model covers the mill itself, the gripping collet and the collet chuck attac h-

ment. The model describes the static rigidity of the mill with an error of 2.2 %, and the position of its natural fre-

quencies on the spectrum – with an error of about 7 % relative to the experimental results. By constructing the ampli-

tude-frequency characteristic and conducting a modal analysis, it is shown that the first two vibration modes (80 and 

112 Hz) are the most critical for the mill, both in terms of the amplitude of vibrations and in terms of their shape. 

The vibration shapes in the first modes are bending. During the modal analysis , the vibration shapes in the remaining 

modes are considered and estimated. To improve the convergence of the frequency analysis results, it is proposed to 

introduce the coefficient Kk1=0.9, which takes into account the lower rigidity of a real mill in comparison with an 

idealized mathematical model, when applying which the convergence is improved to 2.5  %. Thanks to the applied 

technique, it is possible to obtain reliable data on the frequency zones of instability used in practice to avoid res o-

nance phenomena. In the future, based on such data, taking into account the correction factors, it is possible to train 

neural network models predicting the tool response under specific processing conditions and solving the inverse 

problem of selecting rational tool geometry for specific tasks. 

Keywords: end mill; rigidity; modal analysis; frequency analysis; mathematical modelling; amplitude-frequency cha-

racteristic; resonance. 
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